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Prefacio

A principal aplicagdo do problema de reducao de largura de banda de
matrizes estd intrinsecamente relacionado ao problema de numerar pon-
tos de malhas computacionais para a solucao de equagoes diferenciais
parciais por métodos de discretizagao, como o método dos elementos
finitos. Por causa da importancia do topico, possivelmente, centenas de
métodos heuristicos para redugao de largura de banda foram propostos
desde a década de 1960.

Em 2014, foi publicado o volume 75 da série Notas em Mateméatica
Aplicada da SBMAC, intitulado Introdugao a heuristicas para reducao
de largura de banda de matrizes. Diversos métodos heuristicos foram
apresentados no volume 75 da série como introdugao ao tema. Nes-
ses 10 anos, revisoes foram realizadas mostrando que muitos daqueles
algoritmos foram superados por outros métodos.

Assim, no presente texto, com o amadurecimento académico do au-
tor no tema, alguns dos principais métodos heuristicos para reducao de
largura de banda de matrizes sao apresentados neste livro. Sao apre-
sentados 12 métodos heuristicos para reducgao de largura de banda. Seis
desses métodos sao baseados em conceitos de teoria dos grafos: Cuthill-
Mckee (1969), RCM (1971), GPS (1976), KP-band (2011), RBFS-GL
(2018), RLK (2020). Também sdo apresentados cinco algoritmos meta-
heuristicos: NCHC (2006), FNCHC (2007), VNS-band (2010), DRSA
(2015) e FNCHC+ (2022). Ainda, é apresentada uma hiper-heuristica:
ACHH (2020).

O livro esta dividido em quatro capitulos. No capitulo 1, ha uma
introdugao ao topico e nogdes basicas sao apresentadas para a compre-
ensao dos demais capitulos, como conceitos elementares em teoria dos
grafos.

Métodos heuristicos importantes, baseados em teoria dos grafos,
sao apresentados no capitulo 2. Incluindo a busca em largura, sao
apresentados sete (CM, RCM, RBFS-GL, KP-band, RLK, GPS) méto-
dos heuristicos baseados em conceitos da teoria dos grafos no capitulo
2. Esses sao métodos rapidos e praticos para serem utilizados no pré-
processamento de matrizes para aceleragao de resolutores de sistemas
de equagoes lineares.

xi



xii

No capitulo 3, é mostrada uma hiper-heuristica baseada na meta-
heuristica otimizacao por coloénia de formigas. Essa hiper-heuristica
evolui trés métodos heuristicos baseados em conceitos da teoria dos
grafos (RCM, KP-band e RLK). Além desses trés métodos, a hiper-
heuristica também pode selecionar a heuristica RBFS-GL. Assim, a
hiper-heuristica seleciona ou gera métodos heuristicos baseados em con-
ceitos da teoria dos grafos. Esses métodos heuristicos resultantes da
hiper-heuristica sao tao rapidos quanto os métodos rapidos utilizados
como base da evolugao. Consequentemente, os métodos heuristicos
resultantes da hiper-heuristica forneceram resultados melhores no pré-
processamento de matrizes para aceleragao de resolutores de sistemas
de equagoes lineares em comparagao com os métodos anteriores.

Algoritmos meta-heuristicos, que reduzem bastante a largura de
banda, sao apresentados no capitulo 4. Por serem projetados por
meta-heuristicas, inerentemente, sao mais lentos que, por exemplo, os
métodos heuristicos baseados na busca em largura, apresentados nos
capitulos 2 e 3. No capitulo 4, sdo apresentados cinco algoritmos meta-
heuristicos, baseados em trés meta-heuristicas diferentes. Com isso, sdo
abordadas quatro meta-heuristicas neste texto.

Em suma, uma colecdo de métodos heuristicos projetados por téc-
nicas variadas é apresentada. Supoe-se que o leitor poderd obter uma
introdugdo adequada ao assunto com os métodos heuristicos apresen-
tados.

Claramente, o presente texto nao esgota o assunto. Este livro é ape-
nas uma introdugao a métodos heuristicos para reducao de largura de
banda de matrizes. Desde ja, agradecemos as sugestoes para a melhoria
do texto que venham a ser encaminhadas para o autor.

Sao José dos Campos, abril de 2024.

Sanderson L. Gonzaga de Oliveira






Xiv



Capitulo 1

Introducao a reducao de
largura de banda de matrizes

1.1 Introducao

O problema de minimizagao de largura de banda de uma matriz si-
métrica A é aproximar, ao maximo possivel, todos os coeficientes nao
nulos® da diagonal principal de A. Isso significa que minimizar a lar-
gura de banda é encontrar a menor largura de banda de uma matriz
simétrica.

O problema de minimizagao de largura de banda de matrizes surgiu,
possivelmente, na década de 1950. Engenheiros de estruturas analisa-
vam a resolu¢do computacional de sistemas de equagoes lineares com
matrizes de grande porte e ja tinham a preocupacao com a largura de
banda das matrizes (por exemplo, veja o artigo de Livesley [89]).

O problema de minimizacao de largura de banda de matrizes per-
tence A classe N'P-dificil, conforme foi demonstrado por Papadimitriou
[98]. O autor mostrou que o problema de determinar se os vértices de
um grafo tém uma ordenacgdo que produza uma largura de banda de
tamanho B ou menor é N'P-Completo. Garey et al. [34] provaram que
o problema pertence a classe NP-completo mesmo para &rvores com
grau maximo 3. Petit [99] revisou resultados da resolugdo de varios
problemas em grafos: em minimizagao de largura de banda, pesquisa-
dores identificaram muitas classes particulares de grafos em que esse
problema permanece pertencente a classe NP-Dificil.

Alguns conceitos elementares sdo importantes para o acompanha-
mento do texto. Basicamente, algoritmo é uma sequéncia finita de
instrugoes rigorosas para resolver um problema computacional. Neste
contexto, considere método como sinénimo de algoritmo e um método
heuristico, ou simplesmente heuristica, ¢ um algoritmo projetado para

!Tipicamente, nulos sio representados por zeros.
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retornar, com baixo custo de execugao, uma solugao aproximada a so-
lugdo 6tima de um problema de otimizagao ao ser aplicado a instancias
de grande porte do problema. Nesses problemas, quando pertencen-
tes a classe AN'P-Dificil, um algoritmo para encontrar solucio 6tima do
problema teria um tempo de execucao impeditivo para insténcias su-
ficiente grandes. Em um problema de otimizacao, busca-se maximizar
ou minimizar uma fungdo objetivo. Basicamente, instancia é um caso
especifico do problema. Neste contexto, matriz é uma instancia para o
problema de redugao de largura de banda.

Os métodos que realizam a reducao de largura de banda podem ser
divididos em métodos exatos, algoritmos aproximativos, métodos heu-
risticos e métodos hibridos. Na se¢ao 1.2, métodos exatos, algoritmos
aproximativos e métodos hibridos sao abordados brevemente.

Neste texto, o foco é em métodos heuristicos seriais para redugao de
largura de banda de matrizes de grande porte. Para métodos heuristicos
para a renumeracao de matrizes retangulares, veja a secao 7.13 da obra
de Kaveh [75, p. 260-264]. Para sub-ordenagoes de blocos de vértices,
veja a segdo 7.14 do livro de Kaveh [75, p. 265-267]. Isso pode ser Titil,
por exemplo, para particionamento de grafos em resolugbes paralelas
de sistemas de equagoes lineares.

Como é claramente impraticavel verificar todas as n! sequéncias
possiveis associadas com uma matriz de ordem n suficiente grande,
desde a década de 1960, foram propostos, provavelmente, centenas de
métodos heuristicos para o problema de redugao de largura de banda de
matrizes. Everstine [28], em 1979, referenciou 49 métodos heuristicos
para reordenacao de linhas e colunas de matrizes neste contexto. Gibbs
[39], em 1980, afirmou que a lista de Everstine [28] ndo foi exaustiva.
Gibbs [39] supds que existiriam de 50 a 100 métodos heuristicos para
reordenagao de linhas e colunas de matrizes neste contexto até aquele
ano. Com a grande quantidade de métodos heuristicos para reducao
de largura de banda, tém-se evidéncias da importancia desse problema
[57, 9].

Do ponto de vista da teoria dos grafos, pode-se considerar uma
permutacao de linhas e colunas em uma matriz simétrica como equi-
valente a se renumerar os vértices do grafo correspondente sem que as
adjacéncias sejam alteradas. Como exemplo, na figura 1.1, tem-se a re-
presentagao de um grafo por meio de uma matriz de adjacéncias. Cada
linha da matriz A corresponde a um vértice no grafo da figura 1.1, ou
seja, para 1 < ¢ < 10, a linha ¢ da matriz corresponde ao vértice ¢ do
grafo.

Para o grafo mostrado na figura 1.2, utilizou-se uma ordem dife-
rente da anterior para numerar os vértices do grafo e obteve-se uma
representacao matricial também diferente. Nota-se que a disposicao
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Figura 1.1: Representagdo de grafo por uma matriz de adjacéncias [56]. A
diagonal principal (veja a defini¢ao 1.6, na pagina 6) da matriz é representada
por clareza.

dos coeficientes nao nulos na representagao matricial do grafo depende
da ordem em que os vértices do grafo sdo numerados. E da ordem dessa
numeracao de que trata este texto. Para isso, ha métodos heuristicos
que definem essa ordem e o vértice inicial da numeragao [56].

Figura 1.2: Grafo mostrado na figura 1.1 com a numeragdo dos vértices
alterada [56].

Este texto estd organizado da seguinte forma. Os principais con-
ceitos para o entendimento deste texto sao apresentados na se¢ao 1.3.
Na secao 1.4, sao comentados os métodos heuristicos apresentados ao
longo deste texto. Na secao 1.5, comenta-se sobre armazenamento de
matrizes.

Métodos heuristicos rapidos para redugoes de largura de banda de
matrizes sdo apresentados no capitulo 2. Esses métodos heuristicos sao
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baseados em niveis de vértices a partir de um vértice inicial, do grafo
subjacente da matriz A.

Uma hiper-heuristica baseada na meta-heuristica otimizacao por
colonia de formigas é apresentada no capitulo 3. Algoritmos meta-
heuristicos, ou seja, métodos heuristicos baseados em meta-heuristicas,
sao apresentados no capitulo 4.

Os pseudocddigos estao mostrados de uma forma a se manter a
simplicidade na apresentacao. Claramente, esquemas e estruturas so-
fisticadas podem ser utilizadas em uma fase de implementagao.

1.2 Algoritmos exatos, aproximativos e hibridos

Métodos por forga bruta encontram a menor largura de banda de matri-
zes por backtracking no conjunto de n! permutagoes possiveis de vértices
[108, p. 399]. Exemplo de método exato pode ser estudado no trabalho
de Harary [70].

Sudborough e colaboradores [95, 66] propuseram algoritmos por pro-
gramacao dinidmica com complexidade O(n’) em tempo e espago, com
1 < b < n. Esses métodos sdo impraticaveis se b nao for pequeno.

Del Corso e Manzini [21] propuseram dois algoritmos exatos base-
ados em busca em profundidade. O primeiro algoritmo, chamado de
MB-ID (Minimum Bandwidth by Iterative Deepening) tenta encontrar

ﬂ’ em que k é o
grau maximo do grafo. Caso essa ordenagio nao possa ser encontrada,
uma ordenacao de largura de banda [+ 1 é procurada, sucessivamente,
até que se encontre a solugao 6tima. O segundo algoritmo, denominado
MB-PS (Minimum Bandwidth by Perimeter Search), é uma variagao do
primeiro algoritmo que implementa uma busca em profundidade conhe-
cida como busca em perimetro. Um conjunto de rotulagdes parciais,
chamado de perimetro, é gerado, e obtém-se uma solugao final com-
binando duas rotulagoes parciais. Os autores indicaram que a técnica
pode reduzir o custo computacional em até 100 vezes, se comparada
com a busca em profundidade simples; entretanto, o consumo de me-
méria pode ser alto para perimetros grandes. Os autores realizaram
seus experimentos com instancias geradas aleatoriamente de até 100
vértices.

Feige e Kilian [29] apresentaram um algoritmo com complexidade
O*(10™) e com ocupagao de espago polinomial. O* é a notagao O
padrao omitindo fatores polinomiais.

Caprara e Salazar-Gonzélez [8] desenvolveram e¢ melhoraram mé-
todos baseados em programacao inteira. Os autores apresentaram
um novo limitante inferior para a largura de banda que pode ser en-
contrado em tempo O(|V||E|) em um grafo G(V, E). O limitante é

uma rotulagao dos vértices de largura de banda g = [
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— mi Cl-1
1G) = min | max [[ 705

e o subconjunto C'. Esse limitante foi utilizado para construir um al-
goritmo que encontra layouts parciais de largura de banda minima e
estima a menor largura de banda que pode ser encontrada no grafo.
Os autores mostraram que o método proposto obteve sucesso em quase
todas as instancias utilizadas de até 200 vértices. Por outro lado, a
diferenca entre os limitantes inferior e superior foi maior do que 20%
em instancias com menos de 150 vértices.

H}, em que d(u,C) é a distancia entre u

Algoritmos hibridos utilizam métodos exatos com algoritmos meta-
heuristicos. Marti e colaboradores [90] propuseram uma solugao hibrida
que utiliza a metaheuristica GRASP [100] para obter um limitante su-
perior inicial 3,,. Apds a utilizagdo do método construtivo, aplica-
se um método branch and boud baseado na proposta de Caprara e
Salazar-Gonzalez [8] com intuito de encontrar uma solucao 5 < 3, — 1.
Caso essa rotulagdo nao possa ser encontrada, o algoritmo encerra e
retorna 3,,. Se uma solugdo 3 < f,, — 1 é encontrada, atualiza-se
B = Bup = Pup — 1 € 0 processo se repete. Os autores reportaram resul-
tados favoraveis em comparacao aos resultados obtidos pelos métodos
MB-ID e MB-PS propostos por Caprara e Salazar-Gonzdlez [8].

Um algoritmo de complexidade O*(5") para o tempo de execucao
e complexidade O*(2™) para o custo de ocupacao de memoria foi apre-
sentado por Cygan e Pilipczuk [15]. Inicialmente, o algoritmo divide os
vértices do grafo em H%H segmentos de tamanho b+ 1, com excegao do
ultimo segmento que terd |V]-mod(b+ 1) vértices. Na sequéncia, uma
busca em profundidade ¢é realizada para tentar encontrar uma ordena-
¢ao com largura de banda 8 < b. Apés a verificagao de cada segmento, a
solucao final é encontrada. Uma melhoria deste método foi apresentada
por Cygan e Pilipczuk [18] e apresenta complexidade O(4, 83™) para o
tempo de execugao e complexidade O*(4™) para o custo de ocupagao
de memoéria. Cygan e Pilipczuk [16] propuseram um algoritmo com
complexidade de tempo e espago O(4,383"). Cygan e Pilipczuk [17]
propuseram um algoritmo com complexidade O(9,363™) com ocupagao

de espago polinomial.

Basicamente, autores de algoritmos aproximativos analisam a dis-
tancia que a solugdo aproximada do algoritmo estd da solugao 6tima.
Em seguida, mostram a andlise de complexidade do algoritmo. Para
introdugao a esse assunto, veja, por exemplo, a publicacao de Firer e
colaboradores [33].
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1.3 Conceitos basicos

E mostrada uma introducao a conceitos elementares de matrizes na
subsecao 1.3.1. E mostrada uma introducao a conceitos basicos de
teoria dos grafos na subsecao 1.3.2.

1.3.1 Conceitos elementares sobre matrizes

Neste texto, os conceitos sobre matrizes sao utilizados conforme as de-
finicoes dadas a seguir.

Definicao 1.1 (matriz). Uma matriz A = [a;;] é um conjunto, de
forma que seus elementos sao nimeros ou coeficientes. As entradas a;;
da matriz sao organizadas em linhas e colunas, em que 1 <i,5 <n e
n € um inteiro positivo.

Uma matriz representa um objeto matematico. Por exemplo, a ma-
triz mostrada na figura 1.1 representa o grafo mostrado na mesma fi-
gura.

Definigao 1.2 (matriz quadrada). Uma matriz quadrada tem o mesmo
numero de linhas e colunas.

Neste texto, sao utilizadas somente matrizes quadradas n X n, em
que n é um inteiro positivo maior que 1.

Definicao 1.3 (matriz transposta). Sejam duas matrizes A = [a;;] e
AT = [aj], em que 1 <4,j <n en éum inteiro positivo. A matriz A™
¢ a matriz transposta da matriz A se a;; = aﬁ-.

Definic¢ao 1.4 (matriz simétrica). Uma matriz A simétrica é um ma-
triz quadrada em que A = AT.

Por exemplo, a matriz mostrada na figura 1.1 é quadrada e simétrica.

Definicao 1.5 (matriz positiva definida). Uma matriz simétrica A é
positiva definida se, para qualquer vetor x € R™ ndo nulo, tem-se,
2TAxr > 0. A matriz A é positiva definida se e, somente se, todos
os seus autovalores sao positivos.

Para a defini¢ao de autovalores, seria necessaria a defini¢ao de outros
conceitos de Algebra Linear e estd fora do escopo deste texto. Detalhes
sobre essas definigoes e outras, como autovalores, podem ser consulta-
dos em livros de Algebra Linear; a obra de Boldrini et al. [4] é uma
otima opgao.

Definicao 1.6 (diagonal principal). Em uma matriz A = [a;;] qua-

drada, em que 1 < i,5 < n, a diagonal principal é composta pelos
termos a;; .
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Defini¢do 1.7 (matriz nao singular). Uma matric A € R™™ ¢ nao
singular (invertivel ou ndo degenerada) se existe wma matriz B € R™",
tal que AB = BA = 1,,. A matriz B ¢ denotada por A™' e é chamada
de matriz inversa de A.

Os sistemas de equagoes lineares considerados neste texto sao na

forma Z a;;xj = b;, para 1 <14 < n, ou em notagao matricial, Az = b,

para A e R™"™ em que A = [a;;] é uma matriz esparsa, simétrica, néo
singular e de grande porte, z € R™ é o vetor de incognitas, b € R™ é um
vetor de termos independentes, que pode ser esparso ou denso, e n é a
ordem ou dimensao da matriz A. Em uma matriz esparsa, a quantidade
de entradas nulas nessa estrutura matricial é significativa a ponto de ser
conveniente utilizar uma estrutura de dados que nao armazene valores
nulos [43]. No grafo ndo direcionado G = (V, E) subjacente a matriz
simétrica A, considere que os vértices u, v € V correspondem aos indices
i, j, respectivamente. Se {u,v} ¢ E = a;; = ), ou seja, se os vértices
u,v € E nao sao adjacentes, entdo, a entrada a;; ¢ zero (ou nula).

Considere uma estrutura de dados matricial A bidimensional con-
vencional com n X n entradas a;;, para 1 <4,j < n, em que i e j s30 0s
indices das linhas e das colunas e correspondem aos vértices v,u € V.
do grafo G = (V, E) subjacente, respectivamente. Nessa matriz de ad-
jacéncias (veja a defini¢do 1.24), as entradas vizinhas da entrada a;; séo
acessadas simplesmente ao se incrementar ou decrementar os indices @
e j. A principal vantagem dessa estrutura é que o acesso para verificar
se {v,u} € F é realizado em O(1). Sua principal desvantagem é ter
© (n?) como ocupacio de memoéria. Essa ocupacio de meméria pode
ser impeditiva em simulagoes com instancias de grande porte.

1.3.2 Conceitos de teoria dos grafos e matrizes

Os 13 métodos apresentados neste texto foram projetados sobre grafos.
Neste texto, os conceitos sobre teoria dos grafos sao utilizados conforme
as definicoes dadas a seguir. Outros conceitos sobre matrizes também
sao apresentados no decorrer do texto.

Defini¢ao 1.8 (vértice). Um vértice é um objeto simples que possui
rétulo (ou identificador) e pode possuir nome e outros atributos.

Defini¢ao 1.9 (aresta). Uma aresta (ou arco) é wma conexio direta
entre dois vértices.

Arestas sdo formadas por um par de vértices em suas extremidades.
Dessa forma, vértices sao também chamados de extremos das arestas.
Graficamente, as arestas sao representadas por segmentos de retas ou
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curvas e podem ou nao ter direcdo. Se as arestas tiverem peso, tem-se
um grafo ponderado.

Um grafo G = (V, E) é um par de conjuntos V e F, em que V, com
|[V| = n, é um conjunto de objetos denominados vértices e E = {(v,u) :
v,u € Vi (E = {{v,u} : v,u € V}) é um conjunto de pares (nao)
ordenados de vértices de V, se o grafo é (nao) direcionado. Assim,
E C V x V. Neste texto, V e E sao considerados conjuntos finitos
e o conjunto V' é considerado nao vazio. Para evitar ambiguidades
notacionais, considera-se neste texto que VN E = &.

Se as arestas nao tém diregdo, tem-se um grafo nao direcionado.
Neste caso, as arestas sao representadas por pares nao ordenados de
vértices como {v,u} € E, indicando que os vértices v,u € V sdo ad-
jacentes. Adjacéncia é explicada na definicao 1.10. O grafo mostrado
na figura 1.1, com 10 vértices e 12 arestas, nao é ponderado e nao é
direcionado.

Se as arestas tém diregao, sao representadas graficamente com setas
e tem-se um grafo direcionado (ou digrafo). Neste caso, as arestas
sdo representadas por pares ordenados de vértices como (v,u) € F,
indicando que o vértice u é adjacente ao vértice v, mas o inverso nao é
verdadeiro.

No contexto de métodos numeéricos, vértices sdo chamados de pon-
tos de malhas computacionais em que os métodos de discretizagao sao
aplicados. Nesse sentido, basicamente, uma malha é um grafo em que
é relevante a geometria entre os vértices e arestas [45].

Adiante, considere um grafo G = (V,E) ndo direcionado e
nao ponderado, constituido por um conjunto finito de vértices
V = {v,v9,03,...,0,} e um conjunto finito de arestas E =
{e1,ea,€e3,...,e,} representadas por pares nao ordenados de vértices
{vi,v;}. Tém-se as defini¢des mostradas a seguir [46].

Definicao 1.10 (adjacéncia). Sejam um grafo nao direcionado G =
(V.E) ev,u € V. O vértice uw é adjacente (ou vizinho) a v se e,
somente se, {v,u} € E. Assim, Adj(G,v) ={u eV :{v,u} € E} é o
conjunto de vértices adjacentes ao vértice v.

Definigao 1.11 (incidéncia). Sejam um grafo nao direcionado G =
(V.E) ev,u € V. Aaresta {v,u} € E € incidente aos vérticesv,u € V.

Definigao 1.12 (grau). O grau de um vértice v é o nimero de vértices
adjacentes ao vértice v, ou seja, Grau(G,v) = |Adj(G,v)| = {u €V :
{v,u} € E}|.

Por exemplo, os vértices com rétulos 6 e 9 sdo adjacentes ao vértice
com rétulo 2 no grafo mostrado na figura 1.1. Portanto, o grau do
vértice com rétulo 2 é 2. Dependendo do contexto, como em geometria
computacional, grau é chamado de valéncia.
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Definigao 1.13 (caminho). Caminho é um grafo nao vazio na forma
de uma a sequéncia de vértices tal que, a partir de um vértice inicial,
de cada um dos vértices parte uma aresta para o vértice sequinte, até o
ultimo vértice da sequéncia.

Por  exemplo, Vv = {zo,21,...,2,} e E =
Hzo, x1}, {x1, w2}, .. {&p—1,21}} formam um caminho que co-
necta os vértices xg e x,. Em particular, k£ pode ser zero. Um caminho
é simples (ou elementar) se nenhum vértice é repetido.

Definigao 1.14 (tamanho do caminho). O tamanho (ou comprimento)
de um caminho € o seu numero de arestas.

Definigao 1.15 (ciclo). Um ciclo é wm caminho fechado na forma
{@o, 1, ..., xp—1, 20} € B = {{zo, w1}, {w1, w2}, ..., {zp_1, 20} }, em que
cada um dos x; sao distintos para 0 < i < k—1 e o primeiro vértice do
caminho também € o ultimo.

Definic¢do 1.16 (tamanho do ciclo). O tamanho (ou comprimento) de
um ciclo € o seu nimero de arestas (ou vértices).

Definigao 1.17 (grafo conexo). Um grafo nao vazio é conezo se existe
um caminho entre quaisquer pares de vértices.

Por exemplo, o grafo mostrado na figura 1.1 é simples e conexo.
Definigao 1.18 (grafo aciclico). Um grafo sem ciclos é aciclico.
Definigao 1.19 (arvore). Arvore é um grafo conexo aciclico.

Portanto, arvore é um caso especial de grafos. No contexto de arvo-
res, vértices sao comumente chamados de nodos ou nds. Nesse sentido,
arestas de arvores sao chamadas comumente de ramos.

Basicamente, drvore é uma estrutura hierarquica. Em uma arvore,
h& um nodo singular chamado de raiz. Uma &rvore computacional
tem uma sé raiz e é, geralmente, representada no topo da estrutura,
como um organograma de uma empresa. Os nodos filhos f; da raiz
sao representados embaixo da raiz. Os nodos filhos f;11 dos nodos f;
sao representados embaixo dos nodos f; e assim por diante. Se hd um
ramo entre o nodo f; e o nodo f;1, entdo, o nodo f; é chamado de pai
do nodo f;11. Os nodos que nao tém filhos sdo chamados de folhas ou
nodos terminais. Apesar de ser comum essa representacao hierarquica,
com a raiz no topo, isso nao é necessario, pois uma arvore é um grafo
aciclico, como mostrado na figura 1.3.

Definicao 1.20 (nodo folha de drvore). Um nodo de grau 1 de uma
arvore € uma folha, exceto o nodo raiz.
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Figura 1.3: Uma &arvore.

Nesse sentido, em uma arvore, nodos nao folhas sado nodos internos
e folhas sdao nodos externos.

Definigao 1.21 (subgrafo). Seja um grafo G = (V,E). Um grafo
G' = (V',E") é um subgrafo do grafo G = (V,E) se VCV AE CE.

Sejam G = (V,E) e G'=(V',E'). Se V' CV ANE' C E, entao, G’
é um subgrafo de G, que é um supergrafo de G’, escrito G' C G.

Definigao 1.22 (componente de um grafo). Componente de um grafo
G = (V,E) é um subgrafo conexo mazimal de G = (V, E), ou seja, é
o subgrafo conexo que nao esta estritamente contido em outro subgrafo
conezo.

De forma geral, ao se referir a um grafo maximal (ou minimal) em
relagao a alguma propriedade, mas nao se especifica nenhuma ordena-
cao particular, a referéncia é em relagao ao subgrafo.

Definigdo 1.23 (numeracao bijetora dos vértices do grafo). Uma nu-
meragio S 1V — {1,2,...,|V]} dos vértices do grafo ndo direcio-
nado G = (V, E) retorna, para cada vértice, um nimero do conjunto
{1,2,...,|V|}. Assim, s(v) é o rdtulo do vértice v € V' na numera¢io
S = {s(v1),5(va),....s(v))}. Com isso, identificadores no intervalo
[1,|V] sdo utilizados para rotular os vértices na numeragio S dos vér-
tices V.= {v1,vs,...,vv|}. Portanto, S é uma bijecio de V para o
conjunto {1,2,...,|V|}.

Como mostrado nas figuras 1.1 e 1.2, neste texto, os rétulos dos
vértices do grafo sao utilizados para identifica-los. Para manter a con-
sisténcia no uso de fungdes que tém como argumento um vértice, serd
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utilizada a funcio inversa s~1(i), para i € [1, V][], da fungdo s(v), para
v € V, em tais casos, isto é, S71: {1,2,... |[V|} = V. Assim, s71(i)
retorna o vértice v € V com rétulo i na numeracao S dos vértices em

V.

Definigao 1.24 (matriz de adjacéncias). Sejam um grafo conezo e nao
direcionado Gg = (V, E) com numeragio S e n = |V|. Uma matriz de
adjacéncias Ag = [a;;], com 1 <1i,j <n, é uma matriz quadrada n X n
utilizada para representar o grafo Gg = (V, E). A entrada a;; da matriz
de adjacéncias é utilizada para indicar se pares de vértices em V com
rotulos i e j sdo adjacentes. Assim, a matriz Ag é a matriz obtida pela
numeragio S do grafo Gs = (V, E) subjacente.

A matriz de adjacéncias Ag do grafo Gg = (V) E) subjacente é
simétrica se e, somente se, o grafo G'g nao é direcionado. Por exemplo,
na figura 1.1, é mostrada a matriz de adjacéncias do grafo mostrado na
mesma figura.

Definigao 1.25 (largura de banda da linha na matriz simétrica). Seja
Ag € R™™ wma matriz simélrica, em que A = [a;;], i.e., com entradas
aij, para 1 <i,j <n. A largura de banda da i-ésima linha é B;(As) =
i— minfj | ey # 0] = _max [i—j|a;#0].

A definigao 1.25 significa que a largura de banda f;(Ag), da linha
1 da matriz Ag, é o numero de entradas, a partir de coeficiente nao
nulo mais a esquerda na linha i, até a diagonal principal. Portanto, a
definigao 1.25 também significa que a;; = 0 (ou seja, nulo) se [i — j| >
Bi(Ag). Por exemplo, na matriz A com numerac¢do S mostrada na
figura 1.1, B1(As) = Ba2(As) = 0, B3(As) = 2, Ba(As) = 1, B5(As) =4,
Be(As) = Bs(As) = Pro(As) =5, Br(As) =6, fo(As) =T

O valor 0 (zero) pode ser védlido em alguns problemas, como em
problemas em meios porosos em dinanica de fluidos computacional.
Assim, neste texto, a entrada a;; da matriz A também é descrita teo-
ricamente como nula. Um valor nulo é representado por () neste texto.
Dessa forma, descreve-se a;; = 0 se {v,u} ¢ E, no grafo subjacente
Gs = (V,E), em que i e j sdo as linhas da matriz Ag correspondentes
aos vértices v,u € V, respectivamente. Isso também pode estar con-
sistente com uma fase de implementacao. A razao é que dificilmente é
utilizada matriz de adjacéncias para armazenar uma matriz esparsa de
grande porte justamente por causa da ineficiéncia em armazenar grande
quantidade de valores que sao nulos no problema original. Uma matriz
de adjacéncias ocupa © (|V'|?) posi¢oes de memoéria e pode ser impra-
ticavel em problemas de grande porte. H& formatos que demandam
ocupacao linear no ntmero de vértices e arestas do grafo subjacente a
matriz esparsa. Isso é comentado com brevidade na segao 2.2.2.
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Definigao 1.26 (largura de banda na matriz simétrica). Seja Ags €
R™™ wma matriz simétrica, em que A = l|a;], i.e., com entra-
das a;j, para 1 < 1,57 < n. A largura de banda da matriz Ag €

AAs) = max [Bi(As)] = (1 <@ < n)i—minlj | ae; # 0] =

(ax [i—7 | ai; #0].

A defini¢ao 1.26 significa que a largura de banda $(Ag) é o maior
numero de entradas, a partir de coeficiente nao nulo mais a esquerda da
diagonal principal da matriz, até a diagonal principal, considerando-se
todas as n linhas da matriz. Portanto, a definicao 1.26 também signi-
fica que a largura de banda de uma matriz simétrica Ag é o nimero de
subdiagonais, com coeficientes nao nulos (representados por zeros), a
esquerda da diagonal principal da matriz. Por exemplo, 8(Ag) = 7 na
matriz Ag com numeragdo S mostrada na figura 1.1. A matriz A e a
numeracao S podem ser omitidas quando estao claramente compreen-
didas no contexto. Com isso, escreve-se simplesmente § = 7.

Defini¢ao 1.27 (largura de banda do vértice no grafo néo direcionado).
Equivalentemente a definicao 1.25, a largura de banda do vértice v do
grafo ndo direcionado Gg = (V, E), para uma numeragao S dos vértices,

¢ definida como B,(Gs) = [s(v) = s(u)], em que s(v)

max
u€Adj(Gg,v)As(u)<s(v)
e s(u) sdo os rétulos dos vértices v e u, respectivamente.

Defini¢do 1.28 (largura de banda no grafo nao direcionado). Equi-

valentemente a definicao 1.26, a largura de banda do grafo nao dire-

cionado Gg = (V, E), para wma numeragio S dos vértices, é definida

como $(Gg) = max[f3,(Gg)] = max [s(v) —s(u)], em que s(v)
veV {v,u}eEAs(u)<s(v)

e s(u) sdo os rétulos dos vértices v e u, respectivamente.

Por exemplo, no grafo mostrado na figura 1.1, 5(Gg) = 7. O grafo
G = (V,E) e a numeragao S podem ser omitidos quando estao clara-
mente compreendidos no contexto. Com isso, escreve-se simplesmente
B="T.

Para uma definicdo para matrizes assimétricas, pode-se utilizar
B(As) = max ng}ﬁ}éjd[z —J | ay; #0], 1§i%nn%><(jgn[‘] — i ay # O]}
Equivalentemente para um grafo direcionado, [(Gg) =
(v,u)éérll\%()ii)<s(v)[s(u) B S(U)L (v,u)eéI/l\?}'L(J)<s(u) [S(U) - 5('0)]:| ’ om
que s(v) e s(u) sdo os rotulos dos vértices v e u, respectivamente.

Foca-se neste texto em matrizes simétricas. Ha algumas formas de se
manipular uma matriz assimétrica A,. Uma das maneiras mais simples
e com menores custos computacionais (tempo e espago) é aplicar o
método heuristico para reducao de largura de banda na matriz simétrica

max |:
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resultante de A, + AT. Assim, a renumeracio obtida pelo método é
utilizado para renumerar as linhas da matriz assimétrica original. Essa
estratégia apresentou os piores resultados em redugdo de largura de
banda ao utilizar o método RCM [36] em comparacdo com as outras
duas estratégias mostradas por Reid e Scott [101]. Entretanto, essa é a
estratégia utilizada no software matematico Matlab [111], por exemplo.
O método RCM é descrito na subsecao 2.4.2, na pagina 32.

Uma matriz é em banda quando todos os seus coeficientes diferentes
de nulo (ou zero) estao dispostos em torno da diagonal principal. Com
a definicdo 1.26, a largura da banda da matriz simétrica é 28 + 1,
consistindo das por¢oes inferior e superior da banda, mais a diagonal
principal. Com isso, semibanda superior (inferior) consiste de todos
os [ elementos na porgao superior (inferior) da banda, em que 0 <
j—i1< B (0<i—j<p). Dessa forma, ha 3 elementos em cada linha
(ou subdiagonais) na semibanda da matriz, i.e., a partir da diagonal
principal nas porg¢des superior e inferior da matriz. Assim, [ é a largura
da semibanda, em vez da largura da banda da matriz. Assim, alguns
autores definem semilargura de banda (semibandwidth [106] ou half-
bandwidth [2]) com o mesmo significado de largura de banda mostrada
na definigao 1.26. Da mesma forma, a largura de banda é 23 + 1. Por
outro lado, a nomenclatura adotada neste presente texto esta de acordo
com diversos artigos [89, 14, 37, 10, 40, 88, 98, 28] (para citar alguns
até 1979), relatérios técnicos [110, 39] (para citar alguns até 1980) e
livros [36, 19].

Definigao 1.29 (envelope). O envelope da matriz As € R™™, com
numeragdo S, € definido como Env(Ag) ={(i,7) : (1 <i<n,1<j<
i) i—j < Bi(As)}-

Assim, o envelope é o conjunto de pares de indices, isto é, as en-
tradas da matriz, entre a primeira entrada de cada linha diferente de
nulo (ou zero) e a diagonal principal. A definicio 1.29 significa que,
considerando-se as subdiagonais & esquerda da diagonal principal, os
coeficientes nulos mais a esquerda da i-ésima linha, em J;(Ag), nao
compoem o envelope. O envelope de uma matriz simétrica inclui so-
mente entradas da porcao inferior da matriz.

Definicao 1.30 (perfil (profile) da matriz). O perfil (profile) da ma-
triz As € R™", para As = [a;;], com numeracdo S, é definido como
En(s) = £ ) = Eli- pinli s 0] = £ i -
J | ay # 0.

A definigao 1.30 significa que o perfil (profile), também chamado de

tamanho do envelope da matriz A, é a soma do nimero de entradas, em
cada linha, do primeiro coeficiente nao nulo até a diagonal principal.
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Por exemplo, como £1(As) = fa(As) = 0, f3(As) = 2, Bs(4s) = 1,
B5(As) = 4, Bs(As) = Bs(As) = Pio(As) = 5, Br(As) = 6, fo(As) =7
na matriz mostrada na figura 1.1, entdo, o profile ¢ 2-0+2+1+4 +
3-54+6+7=35.

Defini¢ao 1.31 (distancia). A distincia d(v,u) entre dois vértices
v,u €V é o tamanho do menor caminho entre eles.

Defini¢do 1.32 (excentricidade). A excentricidade ¢ : V — N de um
vértice v € V' € dada por {(v) = mea‘}[d(uu)].

Defini¢ao 1.33 (didmetro do grafo). O diagmetro ®(G) = meagi[f(v)] =

mg)&[d(uu)] ¢ a maior excentricidade encontrada em G = (V, E).
U

Defini¢ao 1.34 (vértice periférico). Um vértice v é considerado peri-
férico se a sua excentricidade € igual ao diametro do grafo, ou seja,

(v) = B(G).

Definigao 1.35 (vértice pseudoperiférico). Um vértice v é considerado
pseudoperiférico se a sua excentricidade for prozima ao diametro do
grafo, ou seja, L(v) = (G).

O conceito de vértice pseudoperiférico foi introduzido por Gibbs,
Poole e Stockmeyer [40].

Definicao 1.36 (estrutura de nivel enraizada). Seja o grafo G =
(V,E) conexo e simples. Dado um vértice v € V, a estrutura de
nivel enraizada do vértice v, com profundidade £(v), € o particiona-
mento L (v) = {Lo(v), L1(v), ..., Ly (v)}, em que Lo(v) = {v} e

i1

Li(v) = Adje(Li—1(v)) — U L;(v), para i =1,2, 3, ..., ¢l(v) e Adjc(.)
j=0

retorna os vértices adjacentes aos vértices do argumento.

Isso significa que uma estrutura de nivel enraizada de um vértice
de um grafo conexo e simples é um particionamento do conjunto de
vértices em camadas (ou niveis) de vértices com as mesmas distancias
para um vértice determinado no nivel 0 da estrutura. O nimero de

£(v)
parti¢oes (ou niveis) de .Z(v) é L(v)+1e U Li(v) =V.
=0

Mostra-se um exemplo de montagem de uma estrutura de nivel en-
raizada na figura 1.4. Para isso, considere o grafo da figura 1.1.

Para a estrutura de nivel enraizada mostrada na figura 1.4, o vértice
inicial, com rétulo 1, foi escolhido arbitrariamente. Neste exemplo,
{(s71(1)) = 3. O particionamento dos vértices em niveis, a partir do
vértice com rétulo 1, é:

o vértice com rétulo 1 no nivel Lo(s7(1)),
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Figura 1.4: Rétulos dos vértices na estrutura de nivel enraizada £ (s~ 1(1))
do grafo mostrado na figura 1.1.

o vértices com rétulos 3, 5, 6 e 7 no nivel L;(s7(1)),
o vértices coms roétulos 2, 4, 8 e 10 no nivel Ly(s~!(1)),

o vértice com rétulo 9 no nivel Lz(s7(1)).

Definigao 1.37 (largura de nivel). A largura de nivel b(Z(u)) € o
nimero de vértices do nivel com mais vértices, ou seja, b(.L(u)) =
max [|L;(u)|].

0<i<(u)
Por exemplo, na figura 1.4, b(.Z(s71(1))) = 4.

Definigdo 1.38 (estrutura de nivel). Seja o grafo G = (V,E)
conexo e simples. A estrutura de nivel é o particionamento
H(v,...) = {Ko(v,...),K1(v,...),..., Kyu(v,...)}, em que v €

Ko(v,..) e Kiv,...) = Adje(Ki1(v,...)) — Z:O:Kj(v,‘..), para
=

i=1,2,3,...,L(v) e Adjc(.) retorna os vértices adjacentes aos vértices
do argumento.

Essa é uma estrutura de nivel nao enraizada em um sé vértice, ou
seja, pode ter mais de um vértice em seu nivel 0. Consta, pelo menos,
um vértice v € V no primeiro nivel da estrutura, ou seja, no nivel
[(()(’U7 - )

Segundo Cuthill e Mckee [14], se a renumeragao S dos vértices de
Gs = (V,E) é realizada nivel a nivel de J#(v,...), entdo, B(Gg) <
2b( (v,...))—1. Ainda, se a estrutura de nivel é enraizada, a largura

de banda de G's nao pode ser menor que a largura de nivel da estrutura
de nivel enraizada, ou seja, b(Z(v)) < B(Gs) < 2b(ZL(v)) — 1.
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Definicao 1.39 (aresta critica). Uma aresta {v,u} € E no grafo Gg =
(V. E) com numeragio S dos vértices é critica se ({v,u} € E) |s(v) —

s(u)] = B(Gs), ou seja, (Ju) p,(Gs) = S(Gs) | {v,u} € E.

Definigao 1.40 (vértice critico). Vértices v,u € V' sdo vértices criticos
do grafo Gs = (V, E) se (Ju € V) tal que {v,u} é uma aresta critica
de G = (V. E), ou seja, Bu(Gs) = B(Gs).

1.4 Evolugao dos métodos heuristicos

As evolugoes dos métodos heuristicos baseados em conceitos de teoria
dos grafos e dos algoritmo meta-heuristicos sao abordadas nas subsecoes
1.4.1 e 1.4.2, respectivamente.

1.4.1 Meétodos baseados em teoria dos grafos

Em revisdes da bibliografia [57, 9, 53], foram analisados diversos mé-
todos heurfsticos para reducdo de largura de banda. E possivel que os
principais métodos heuristicos tenham sido avaliados. Nessas revisoes,
diversos métodos foram considerados superados por outros ao serem
analisados os resultados e os tempos de execugoes dos métodos. Os
métodos RCM [36], GPS [40] e KP-band [80] foram mencionados como
0s mais promissores algoritmos com baixo custo de execugao. Esses mé-
todos sdo baseados em conceitos da teoria dos grafos. O método RCM
é apresentado nas subsecao 2.4.2, na pagina 32. A heuristica KP-band
é apresentada na subsecao 2.4.7, na péagina 41. O algoritmo GPS é
apresentado na se¢ao 2.5, na pagina 42. Posteriormente, foi verificado
que a heuristica KP-band retorna resultados similares ao método RCM,
com tempos de execugdo também similares [63, 62].

Em revisdo da bibliografia [53], foi constatado que o método RCM
[36] era o algoritmo no estado da arte para redugao de largura de banda
de matrizes no contexto de reducao do custo de execucao de resolutores
de sistemas de equagoes lineares. Esse método esta disponivel em di-
versos softwares matematicos e bibliotecas, como descrito na subsecao
2.4.2, na pagina 32. Todavia, com a grande diversidade de matrizes,
oriundas de tantas areas de aplicagao, como mencionadas no apéndice
A, na pagina 97, foi verificado que haveria métodos mais promissores
por dreas de aplicagdo [53]. Com isso, em nova publicagdo [54], foi
constatado que nao seria necessario reducao tao grande de largura de
banda para fornecer resultados satisfatérios na redugao do custo de exe-
cugao do resolutor do sistema de equagoes lineares, em diferentes areas
de aplicagdo. Assim, foi introduzida a heuristica RBFS-GL [54], que é
apresentada na subsec¢ao 2.4.6, na pagina 40. Esse método heuristico
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fornece redugoes quase tao satisfatorias quanto o método RCM, mas,
em geral, na metade do tempo de execucao.

Em sequéncia a esses estudos, foi utilizada uma hiper-heuristica ba-
seada em colonica de formigas para gerar métodos heuristicos especia-
lizados por area de aplicagdo. Foram evoluidos os métodos heuristicos
RCM [36], KP-band [80] e um novo método heuristico chamado de RLK
[63, 62], apresentado na subsecao 2.4.8, na pdgina 42. Como mencio-
nado, esses métodos foram evoluidos por area de aplicagao. Assim,
novos métodos heuristicos baseados em conceitos da teoria dos gra-
fos, com baixo custo de execugao, foram gerados, ou o melhor método
heuristico foi selecionado por area de aplicacao, incluindo a heuristica
RBFS-GL [54]. Assim, esses métodos heuristicos superaram os demais
métodos considerados no estado da arte para redugao do custo de exe-
cugao de sistemas de equagoes lineares (RCM, KP-band e RBFS-GL).
A hiper-heuristica por colonia de formigas é apresentada na se¢ao 3.3,
na pagina 57.

Em resumo, para situacgoes praticas para reducao do custo de exe-
cugao de resolutores de sistemas de equagoes lineares, os algoritmos ba-
seados em conceitos da teoria dos grafos resultantes da hiper-heuristica
ACHH [63, 62] estdo no estado da arte. Para situaces gerais, o mé-
todo RCM [36] é o método mais empregado. Por outro lado, a heurfstica
RBFS-GL [54] apresenta redugao de largura de banda quase tao satisfa-
toria quanto o método RCM, mas com a metade do custo de execucao.
Alguns eventos e publicagoes importantes em reducdo de largura de
banda no contexto de resolugdo de sistemas de equagoes lineares fo-
ram:

e 1950 - Engenheiros de estruturas perceberam que redugao de lar-
gura de banda acelera a resolugao de sistemas de equacoes lineares
[89];

+ 1965 - Em nosso conhecimento, Alway e Martin [2] apresentaram o
primeiro algoritmo para redugao de largura de banda de matrizes;
é uma busca sistematica de permutagoes para reducao da largura
de banda, até o minimo teérico ser alcangado; o algoritmo procura
por uma quantidade inaceitavel de permutacoes;

o 1968 - Algoritmo de Rosen [103] - troca pares numeracao de pares
de vértices a cada iteracdo; pode encontrar um minimo local;

o 1969 - Método Cuthill-McKee [14];

« 1971 - Método RCM [37];

o 1976 - Algoritmo GPS [40];

o 1979 - Algoritmo George-Liu (GL) [35];
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« 1981 - Método RCM-GL [36];

e 2011 - Método KP-band [80] - Koohestani e Poli evoluiram o mé-
todo RCM por programacao genética;

o 2018 - RBFS-GL [54] (cerca de metade do custo do método RCM,
com quase a mesma redugao de largura de banda);

o 2020 - Ant Colony Hiperheuristic (ACHH) - gera métodos heu-
risticos especialistas, por area de aplicacao - evolucao dos méto-
dos RCM, KP-band, RLK e também pode selecionar o algoritmo
RBFS-GL [62, 63].

1.4.2 Algoritmos meta-heuristicos

Na década de 1960, pesquisadores perceberam que nao conseguiam pro-
jetar algoritmos rapidos para diferentes problemas de otimizacdo. A
teoria sobre N"P-Completude foi desenvolvida na década seguinte, no
sentido que seria mais pratico utilizar métodos heuristicos rapidos que
entregassem solugoes aproximadas as solugdes dtimas dos problemas de
otimizagdo. Importantes meta-heuristicas foram desenvolvidas princi-
palmente a partir das décadas de 1970 e 1980. Algumas das principais
meta-heuristicas sdo Algoritmos Genéticos [32, 6, 72|, Simulated An-
nealing [78], Busca Tabu [42], GRASP [31], Otimizacao por Colonia de
Formigas [23, 12], VNS [93] entre muitas outras. Basicamente, meta-
heuristica é uma técnica de construgao de métodos heuristicos. Na dé-
cada de 1990, as meta-heuristicas passaram a ser aplicadas em grande
escala nos problemas de otimizagao. Assim, os primeiros algoritmos
meta-heuristicos para reducao de largura de banda de matrizes foram
projetados nessa década [9].

Em geral, algoritmos meta-heuristicos entregam resultados melhores
que algoritmos baseados em conceitos da teoria dos grafos, a custo de
execugdo bem maior. Assim, algoritmos meta-heuristicos, como VNS-
band [94] e DRSA [113], sdo geralmente aplicados, com tempo razodvel,
em matrizes pequenas.

Nas revisdes da bibliografia [57, 9, 53], os algoritmos meta-
heuristicos FNCHC [86] e VNS-band [94] foram considerados os mais
promissores para a redugao de largura de banda. A heuristica FNCHC
é apresentada na secao 4.2, na pagina 70. A heuristica VNS-band é
apresentada na secao 4.3, na pagina 77. Posteriormente, foi publicada
a heuristica DRSA [113], que superou a heuristica VNS-band em re-
ducgao de largura de banda de matrizes muito pequenas, isto é, com
dimensoes menores que, aproximadamente, 1.000. A heuristica DRSA
é apresentada na secao 4.4, na pagina 90.
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Como mencionado, os algoritmos meta-heuristicos tradicionais para
redugao de largura de banda de matrizes, tais como como VNS-
band [94] ¢ DRSA [102], apresentam custo de execugdo bastante
superior aos algoritmos baseados em conceitos de teoria dos grafos
[52, 50, 59, 60, 53, 54, 58, 62]. Com isso, algoritmos meta-heuristicos,
como VNS-band e DRSA, sdo aplicaveis, com tempos razodveis, a ma-
trizes com dimensao até, aproximadamente, 1.000. Por outro lado, a
heuristica FNCHC [86] apresentou resultados satisfatérios em matrizes
com dimensdo média, isto é, com dimensoes de 100 mil a 1 milhédo [53],
mas nao apresentou resultados satisfatorios para matrizes de grande
porte, ou seja, com dimensao acima de um milhao [55]. Por sua vez,
o algoritmo GPS apresentou os melhores resultados em matrizes de
grande porte e era o estado da arte nesse contexto [55]. Com isso,
foi proposta a heuristica FNCHC+, que superou os resultados dos al-
goritmos GPS e FNCHC em matrizes de grande porte [55]. Assim,
a heuristica FNCHC+ é considerada o algoritmo meta-heuristico no
estado da arte na reducao de largura de banda de matrizes de grande
porte. Esse método heuristico apresenta custo de execugao superior aos
métodos baseados em conceitos de teoria dos grafos no estado da arte
(resultante do sistema ACHH [62]), mas apresenta resultados melhores
em reducdo de largura de banda [55]. Inclusive, a heuristica FNCHC+
apresentou melhores tempos de execucao que o algoritmo GPS [47],
considerado o método no estado da arte anterior para reducao de lar-
gura de banda de matrizes de grande porte. A heuristica FNCHC+ é
apresentada na subsegao 4.2.6, na pagina 76.

Em resumo, a heuristica DRSA [113] é considerada o algoritmo
meta-heuristico no estado da arte na redugao de largura de banda de
matrizes com dimensoes muito pequenas, ou seja, com dimensao de
aproximadamente 1.000. Para matrizes de grande porte, ou seja, com
dimensoes maiores que um milhao, o algoritmo meta-heuristico no es-
tado da arte é a heuristica FNCHC+ [55]. A seguir, sdo citados alguns
algoritmos e algumas meta-heuristicas aplicadas na construgao de mé-
todos heuristicos para reducao de largura de banda:

o 1995 - Simulated Annealing (SA-DJ) - Dueck e Jeffs [24] compa-
raram os resultados em 18 grafos com o algoritmo GPS [40];

o 1996 - Busca Tabu (TS-ET) - Esposito e Tarricone [27];

— 1998 - WBRA (variac¢do do RCM) - Esposito e colaboradores
[26] compararam com TS-ET [27] e RCM (Matlab) [36];

e 2001 - Busca Tabu (TS) - Marti e colaboradores [91] compararam
os resultados em 37 grafos com até 199 vértices e 89 grafos com
até 1.000 vértices com GPS [40] e SA-DJ [24];
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2004 - GRASP-PR - Pinana et al. [100] compararam os resultados
em 31 grafos com até 199 vértices e 82 grafos com até aproxima-
damente 1.000 vértices (padréo de 113 grafos) com GPS [40], TS
[91] e GRASP;

2006 - Algoritmo Genético (GA) - Lim et al. [85];

2006 - Node Shift (NS) com Hill Climbing - Lim et al. [85] com-
pararam os resultados nos 113 grafos e outros 14 grafos com GA
[85], GRASP-PR [100], GPS [40], WBRA [26] ¢ RCM (Matlab)
[36] - o algoritmo NS apresentou resultados melhores;

2007 - Otimizagao por enxame de particulas [Particle Swarm Op-
timization (PSO)] - Lim et al. [84];

2007 - NCHC e FNCHC (autores ndo mencionam, mas usa con-
ceitos da meta-heuristica ILS) - Lim et al. [86] compararam os
resultados nos 113 grafos com GPS [40], TS [91], GRASP-PR
[100], GA [85], NS [85], NCHC - NS apresentou resultados me-
lhores e FNCHC apresentou custo computacional quase tao baixo
quanto o algoritmo GPS;

2008 - Simulated Annealing (SA) - Rodriguez-Tello e colaborado-
res [102] compararam os resultados nos 113 grafos com TS [91],
GRASP-PR [100], GPS [40] e SA-DJ [24];

2010 - VNS - Mladenovié¢ e colaboradores [94] compararam os
resultados nos 113 grafos com TS [91], GRASP-PR [100], SS-TS
[7] (resultados de uma versdo preliminar do artigo), GA [85], NS
[85], PSO [84], SA [102]; mostraram que SA [102] era o algoritmo
meta-heuristico no estado da arte em redugao de largura de banda
- a heuristica VNS-band tornou-se o algoritmo meta-heuristico
no estado da arte em grafos com dimensao até aproximadamente
1.000;

2011 - Scatter Search e Busca Tabu (SS-TS)- Campos et al. [7];

2015 - Simulated Annealing (DRSA) - Torres-Jimenez e colabora-
dores [113] compararam os resultados nos 113 grafos com GRASP-
PR [100], SA [102] e VNS-band [94] - tornou-se o algoritmo meta-
heuristico no estado da arte em grafos com dimensao até 1.000;

2022 - ILS e FNCHC+ (também com conceitos da meta-heuristica
ILS, variagao da heuristica FNCHC [86]) - Gonzaga de Oliveira e
Carvalho [55] compararam os resultados em centenas de matrizes,
incluindo 76 matrizes de grande porte (de um milhdo de vérti-
ces a 19 milhoes de vértices) com GPS [40], ILS, FNCHC [86],
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VNS-band [94] e DRSA (implicitamente) - tornou-se o algoritmo
meta-heuristico no estado da arte para grafos de grande porte -
o algoritmo GPS [40] retornou custo de execugdo menor que a
heuristica FNCHC+;

e 2023 - FNCHC+ - Gonzaga de Oliveira [47] comparou os resulta-
dos em 32 matrizes de grande porte (de um milhao de vértices a
24 milhoes de vértices) com o algoritmo GPS [40] - a heuristica
FNCHC+ superou o algoritmo GPS em reducao de largura de
banda a custos de execugao menores que o algoritmo GPS.

1.5 Armazenamento

Em relagao a armazenamento, muitas vezes nao ¢ pratico armazenar to-
das as subdiagonais da banda de uma matriz porque, geralmente, pode
ocorrer que poucas linhas da banda tenham largura de banda grande.
Nesses casos, pode ser melhor utilizar o esquema de armazenamento por
banda varidvel ou por envelope [74]. Envelope é explicado na definigao
1.29, na pagina 13 da secao 1.3.

Uma variacao do esquema de Jennings [74] é obtida ao se armazenar
a transposta do envelope das subdiagonais abaixo da diagonal principal.
Esse esquema é chamado de skyline [30].

Ocorrem, ainda, casos em que mesmo o envelope tem um nimero
grande de coeficientes nulos. Nesses casos, um esquema de armazena-
mento que pode ser utilizado é, para cada linha, os coeficientes nao
nulos serem armazenados em uma lista encadeada e também haver ou-
tra lista para ligar as listas de cada linha [56]. Entretanto, o custo é
alto para se percorrer listas de adjacéncias, em comparagdo com ou-
tras estruturas de dados para armazenamento de matrizes. A estrutura
Compressed Sparse Row (CSR) é geralmente utilizada para o armaze-
namento de matrizes [45]. Também ¢é utilizada uma versdo hibrida dos
formatos CSR e skyline [41].
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Capitulo 2

Métodos baseados em
conceitos de teoria dos grafos

2.1 Introducgao

Mostra-se, neste capitulo, uma introdugdo a métodos heuristicos para
reducgao de largura de banda de matrizes baseados em conceitos de te-
oria dos grafos. Os métodos heuristicos apresentados neste capitulo
formam uma boa amostra da grande quantidade de métodos heuristi-
cos aplicados no problema de otimizacao, utilizados na aceleragao de
resolutores de sistemas de equagoes lineares.

Neste capitulo, sao apresentados métodos heuristicos que utilizam
implicitamente a estrutura de nivel (veja as definigoes 1.36 e 1.38 na
pégina 14 da segao 1.3) ou variagoes dessa estrutura para redugao de
largura de banda de matrizes.

Este capitulo esta dividido como descrito a seguir. Comenta-se so-
bre resolugdo de sistemas de equagbes lineares na segdo 2.2. Como
mencionado, os métodos heuristicos para reducao de largura de banda
baseados em conceitos de teoria dos grafos sao variagoes da busca em
largura. Por isso, a busca em largura é apresentada na secao 2.3. Os
métodos Cuthill-McKee (CM) [14], Cuthill-McKee reverso (RCM) [37]
e GPS [40] sao métodos heuristicos cldssicos para a redugdo de largura
de banda de matrizes. Os métodos Cuthill-McKee [14] e RCM [37]
sao apresentados na secao 2.4. As heuristicas RBFS-GL, KP-band e
RLK sao descritas respectivamente nas secoes 2.4.6, 2.4.7 ¢ 2.4.8. O
algoritmo GPS [40] é abordado na segdao 2.5. Finalmente, exemplos de
tempos de execucao de métodos heuristicos para redugao de largura de
banda de matrizes sao apresentados na secao 2.6.
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2.2 Sistemas de equacgoes lineares

Métodos heuristicos para redugao de largura de banda de matrizes sao
particularmente importantes na reducao do custo de execuc¢ao na re-
solucao de sistemas de equagoes lineares. A resolugao de sistemas de
equacgoes lineares do tipo Ar = b, em que A é uma matriz esparsa,
é central em diversas simulacoes em Ciéncia e Engenharias e é, geral-
mente, a fase que requer o maior custo de execugao na simulacao. A
resolucao de sistemas de equagoes lineares de forma confidvel e efici-
ente é de grande importancia para a viabilidade e desempenho de um
numero grande de softwares. Esse tema é relevante a cientistas e enge-
nheiros, e também a uma grande e variada comunidade de pessoas que
desconhece que no nicleo do software utilizado consta um resolutor de
sistemas de equacoes lineares [106].

A principal fonte de problemas com matrizes de grande porte é
oriunda da discretizagao (e linearizagao) de equagoes diferenciais par-
ciais elipticas ou parabodlicas [3]. Por exemplo, a discretizagio de um
modelo mateméatico pode levar a um sistema de equagdes nao lineares
de grande porte. Métodos de linearizagao reduzem-no a uma série de
sistemas de equagOes lineares de grande porte. Alguns dos métodos
numéricos mais populares para a resolugao de problemas relacionados
a fendmenos fisicos modelados por equagoes diferenciais parciais sao os
métodos dos elementos finitos, das diferencas finitas e dos volumes fini-
tos. Sistemas de equacoes lineares de grande porte sao gerados nas apli-
cagoes desses métodos. Por outro lado, sistemas algébricos de grande
porte também sao oriundos de aplicagdbes nao modeladas por equagoes
diferenciais parciais, como o projeto e a analise de circuitos integra-
dos, redes de sistemas de poténcia, processos em engenharia quimica
e modelos econdmicos [56]. Diversos exemplos de dreas de aplicagao
do problema de reducao de largura de banda sao citados no apéndice
A. Por exemplo, Kaveh [75, p. 221] explica que, na mecénica das es-
truturas, 30% a 50% do custo computacional pode ser relacionado &
resolucao de sistemas de equacoes lineares, para problemas encontra-
dos na prética; e isso pode chegar a 80% em problemas nao lineares
de otimizacao de estruturas. Por serem de grande porte, sao necessé-
rias muita memoria e alto custo de processamento para armazenar e
resolver esses sistemas de equagoes lineares.

A seguir, métodos para resolugdo de sistemas de equacoes lineares
sao abordados na subsecao 2.2.1. Comenta-se sobre reordenagoes de
linhas e de colunas de matrizes na subsecao 2.2.2.
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2.2.1 Meétodos para resolugao de sistemas de equagoes line-
ares

Por causa da importancia da aceleracao de resolutores de sistemas de
equacoes lineares do tipo Az = b, foi proposta uma grande quantidade
de métodos heuristicos para as redugoes de largura de banda e de profile.
Esses problemas sao relacionados, mas independentes.

Métodos heuristicos para renumerar os vértices do grafo subjacente
a matriz A tém sido desenvolvidos especificamente para a redugao de
largura de banda ou de profile. O estudo foi orientado pelo interesse dos
pesquisadores no método de resolucao do sistema de equacoes lineares.
Apesar de estudos especificos em apenas um desses casos, muitos dos
métodos heuristicos propostos sao efetivos, muitas vezes, na reducao
dessas caracteristicas em conjunto. Entretanto, pode ser que, com a
reducao da largura de banda, nao haja reducao do profile. O inverso é
verdadeiro [56].

Resolutores de sistemas de equagoes podem ser divididos em mé-
todos diretos e métodos iterativos. Na auséncia de erro de arredon-
damento, métodos diretos para resolver o sistema de equagoes lineares
Az = b produzem a solug¢do z em aritmética exata. Por sua vez, méto-
dos iterativos sao tuteis para problemas envolvendo matrizes de grande
porte ou especiais.

Métodos heuristicos para as redugoes de largura de banda de ma-
trizes podem acelerar tanto métodos iterativos quando métodos diretos
para resolucao de sistemas de equacoes lineares. Uma numeracao de
vértices adequada é desejada para se obter resolucoes de sistemas de
equacgoes lineares com baixo custo de execucdo. Com uma numera-
gao S dos vértices apropriada, a matriz (de coeficientes) Ag associ-
ada tem largura de banda pequena. Dessa forma, métodos heuristicos
para redugao de largura de banda sao empregados como um passo de
pré-processamento de matrizes na resolugao de sistemas de equagoes
lineares.

No método dos elementos finitos, ao se utilizar fun¢des bases com
suporte compacto, pode-se fazer com que a largura de banda da ma-
triz seja correspondente a ordem do polinémio sendo empregado. Por
sua vez, no método dos volumes finitos, a largura de banda da matriz
correspondente, em geral, depende de como a malha é percorrida para
se montar o sistema de equacoes lineares. Ha formas de se percorrer os
volumes de controle em tempo linear ao se utilizar uma curva de pre-
enchimento de espago, por exemplo [44, 61]. Entretanto, essa forma de
percorrer os vértices da malha pode gerar um sistema de equagoes line-
ares com matriz com largura de banda grande. E necessario encontrar
meios adequados para se montar o sistema de equagbes lineares para
que seja resolvido com custo computacional baixo. A forma de mon-
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tagem do sistema de equagdes lineares pode deixar de ser uma fonte
de preocupagao com a utilizacdo de um método heuristico para reorde-
nagoes das linhas e colunas da matriz de coeficientes [56]. Na maioria
dos casos, essas reordenacoes de vértices afetam a taxa de convergéncia
de métodos baseados no subespago de Krylov [81], como é o caso do
método dos gradientes conjugados [82, 71]. Ainda, o reordenamento
das linhas e das colunas de matrizes é um dos itens mais importantes
em implementagoes paralelas de resolugoes diretas ou iterativas [104,
p. 72]. Métodos iterativos e diretos para resolugdo de sistemas de equa-
¢oes lineares sdo abordados em mais detalhes a seguir.

Meétodos iterativos

Politicas de paginacao e a arquitetura hierarquica de meméria dos pro-
jetos de computadores atuais favorecem programas que consideram lo-
calidade de referéncia em meméria. Assim, a utilizacdo de métodos
heuristicos para reducao de largura de banda é uma alternativa para
se obter uma numeracao do conjunto de vértices, do grafo subjacente
a matriz A, de forma que fornega localidade espacial (em memoria).
Vértices com diferenca pequena entre seus rétulos sdo mais provaveis
de se localizarem no mesmo nivel da hierarquia de meméria dos com-
putadores modernos. Por isso, métodos iterativos para resolugao de
sistemas de equagoes lineares sao beneficiados pela redugao de largura
de banda, ou seja, vértices vizinhos tém mais chance de serem acessa-
dos em seguida. Com isso, ja podem estar carregados no mesmo nivel
na hierarquia de meméria.

O custo total de execugao do método heuristico para reducao de
largura de banda, em conjunto com um pré-condicionador, no caso de
métodos iterativos, mais o custo do resolutor do sistema de equacoes,
deve ser menor que o custo do resolutor sozinho (em conjunto com um
pré-condicionador, no caso de métodos iterativos), pelo menos quando
se utiliza apenas um vetor de termos independentes. Portanto, no con-
texto de aceleragao de resolutores de sistemas de equagoes lineares, o
método heuristico para reducao de largura de banda deve apresentar
baixo custo de execugao.

Na resolucao de sistemas de equagoes lineares, métodos iterativos
exigem menos memoria e, geralmente, exigem menos operagdes que
métodos diretos, mas nao sao considerados tao confiaveis quanto os
métodos diretos. Ha aplicagoes em que métodos iterativos falham e
um pré-condicionamento da matriz A é necessario, apesar de nem sem-
pre necessario, para que haja convergéncia em um tempo razodvel [3].
Entretanto, métodos diretos tém escalabilidade insatisfatoria em rela-
¢ao ao tamanho do problema, em termos de contagem de operagoes
e exigéncias de memoria, especialmente em problemas tridimensionais
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oriundos da discretizagdo de equagoes diferenciais parciais. Com isso,
sistemas de equagdes lineares com matrizes de grande porte sao, muitas
vezes, resolvidos por métodos iterativos [56]. Veja, por exemplo, a obra
de Saad [104], para detalhes sobre métodos iterativos para a resolugao
de sistemas de equagoes lineares. Scott e Ttuma [106] abordaram méto-
dos diretos e iterativos para resolucao de sistemas de equagoes lineares.

Benzi [3] ainda explica que, apds diversas ideias e técnicas da drea de
métodos diretos serem transferidas, na forma de pré-condicionadores,
para métodos iterativos, os métodos iterativos passaram a ser cada vez
mais confidveis. Para a resolucao de sistemas de equagoes lineares com
matrizes esparsas de grande porte, um método iterativo eficiente é o
método dos gradientes conjugados [71, 82], que pode ser utilizado se a
matriz do sistema de equagoes lineares é simétrica e positiva definida.

Meétodos diretos

Benzi [3] explica que métodos diretos tém sido tradicionalmente prefe-
ridos em andlises de estruturas e modelagens de periféricos semicondu-
tores, em grande parte da drea de dindmica de fluidos computacional e
em diversas aplicagoes em que o problema nao é modelado por equagoes
diferenciais parciais, como circuitos e redes de sistemas de poténcia.

Exemplos de métodos diretos sao as decomposicoes LU e de Cho-
leski. Importantes exemplos de métodos diretos para resolugao de sis-
temas de equagoes lineares sao métodos multifrontais baseados na eli-
minagdo gaussina. Por exemplo, a rotina MA41, incluida na biblioteca
de rotinas HSL [109], é um resolutor de sistemas de equagoes lineares
assimétricos. A rotina é um método direto baseado em uma variante
multifrontal esparsa da eliminacao gaussiana. De acordo com a do-
cumentagao, essa rotina é recomendada para matriz cujo padrao seja
simétrico ou quase simétrico. A rotina MABJ7 é recomendada para ma-
trizes esparsas simétricas. As rotinas MA38 e MA48 sdao recomendadas
para matrizes muito assimétricas ou especiais.

A eliminacio gaussiana necessita de O(n - 3?) operagoes para a re-
solugao de um sistema de equagoes lineares com n elementos e largura
de banda 3 [110]. Claramente, se 3 = n, entdo, sao realizadas O(n?)
operagoes, que apresenta custo de execucao impeditivo. Ainda, a eli-
minacao gaussiana requer O(n - ) espagos na memoria ao se utilizar
armazenamento baseado em vetores' [110]. Veja a definigao 1.26 de lar-
gura de banda, na pagina 12, na secao 1.3. Veja, por exemplo, a obra
de Davis [19], para detalhes sobre métodos diretos para a resolugao de
sistemas de equagoes lineares. Como mencionado, Scott e Tama [106]
abordaram métodos diretos e iterativos para resolugao de sistemas de

'No restante do texto, vetor é utilizado com o significado de array ou arranjo.
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equagoes lineares.

2.2.2 Renumeragoes de linhas e de colunas de matrizes

Os métodos heuristicos para reducao de largura de banda realizam per-
mutagoes de linhas e colunas das matrizes, deixando-as com uma es-
trutura compacta e com coeficientes nao nulos préximos a diagonal
principal. Ao serem trocadas as linhas da matriz de um sistema de
equagoes lineares, altera-se a ordem em que as equagdes sao escritas.
Ao se trocar as colunas, as incégnitas sao renumeradas ou reordenadas.

Para uma sistema de equagoes lineares Ax = b, esses métodos heu-
risticos produzem uma matriz de permutacio P, tal que PAPT tem
uma largura de banda pequena. O sistema de equagoes lineares permu-
tado PAPT(P7) = Pb continua esparso, simétrico e positivo definido.
As possiveis vantagens de resolver o sistema de equagoes lineares per-
mutado é que a solucdo pode exigir um nimero menor de operagoes
aritméticas, menor exigéncia de armazenamento do que o sistema ori-
ginal ou ambas as vantagens [87, 56].

2.3 Busca em largura

A busca em largura é um dos algoritmos mais importantes e estudados
na teoria dos grafos. O algoritmo determina a distancia de cada vértice
alcangavel a partir de um vértice inicial. Distancia entre vértices é
explicada na definicdo 1.31, na pagina 14 da secao 1.3. Se existir um
caminho ¢ do vértice u para o vértice v, entdo, v é alcangdvel (ou
atingivel) partindo-se do vértice u pelo caminho ¢ [46].

A busca em largura foi proposta por Moore [96] no contexto de en-
contrar caminhos em labirintos. Este algoritmo é base de varios outros
métodos com aplicagoes em diversas areas na ciéncia e industria. Por
exemplo, percorrer os vértices do grafo é um componente fundamental
em aplicacoes praticas como em suites de benchmark de supercompu-
tadores ou com foco em aplicagoes em grafos. A suite de benchmark
Graphb00 e varias outras plataformas de benchmark de computacao de
alto desempenho utiliza a busca em largura como um componente cen-
tral. A busca em largura também é um algoritmo base na deteccao e
descoberta de estruturas de comunidades, em biologia computacional,
identificagdo de componentes conexas, computacao de alto desempe-
nho, automacao de projetos eletronicos, classificacdo, processamento
de imagens, roboética, redes sociais [73, 11, 112]. Também é base para
algoritmos no estado da arte no problema de reducao de largura de
banda [63, 62, 65, 55].

O algoritmo 2 recebe o grafo conexo G = (V, E) e o vértice v € V



Busca em largura 29

inicial. Nesta versao da busca em largura, o algoritmo também rotula
os vértices do grafo conexo G = (V, E) com identificadores no intervalo
[1, |V]], na sequéncia em que sdo percorridos. Isso é realizado nas linhas
5e 14.

Algoritmo 2: Busca em largura.

Entrada: grafo G = (V, E) nio direcionado e conexo; vértice v € V

inicial;
Saida: determina a distancia de todos os vértices a partir do vértice
veV;
1 inicio
// considera que, inicialmente, o atributo percorrido
de todos os vértices esteja estabelecido como falso
2 v.percorrido < verdadeiro;
3 v.distancia < 0;
4 rétulo < 1;
5 v.rétulo < rétulo;
6 Insere(v,F);
7 enquanto ( F' # @) faga
8 w 4 Remove(F);
9 para cada ( vértice u adjacente a w ) faca
10 se (u.percorrido = falso ) entao
11 Insere(u,F);
12 u.distancia < w.distancia+1;
13 rétulo < rétulo + 1;
14 u.rotulo <—rétulo;
15 u.percorrido < verdadeiro;
16 fim-se;
17 fim-para-cada;
18 fim-enquanto;
19 fim.

O algoritmo 2 considera que o atributo percorrido de todos os vér-
tices estd inicialmente estabelecido com falso. O algoritmo inicia ao
estabelecer como percorrido o vértice v € V na linha 2. O algoritmo
estabelece como 0 a distancia do vértice v na linha 3. Esse vértice é
inserido na fila F' na linha 6. Comumente, dados compostos sao or-
ganizados em objetos, que sdo compostos por atributos. Um atributo
é acessado utilizando a sintaxe de muitas linguagens orientadas a ob-
jetos: o nome do objeto, seguido de um ponto, seguido pelo nome do
atributo. Por exemplo, a distancia de um objeto vértice em relagao ao
vértice inicial é acessado por v.distancia (veja a linha 3 do algoritmo
2).

Na estrutura de repeticao mostrada nas linhas 7 a 18, enquanto a fila
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F' nao estiver vazia, o algoritmo remove um vértice da fila I’ na linha
8. O vértice removido da fila é atribuido ao vértice w. Em seguida, o
algoritmo percorre a lista de adjacéncias do vértice w na linha 9. O
algoritmo atribui ao vértice u cada vértice adjacente ao vértice w. Se o
vértice u ainda nao foi percorrido (veja a linha 10), entdo, o algoritmo
insere o vértice u na fila na linha 11, atribui a distancia do vértice u
como a distancia do vértice w mais 1 na linha 12, rotula o vértice u na
linha 14 e atribui como verdadeiro o atributo percorrido do vértice u
na linha 15.

E removido um vértice da fila a cada iteracdo do laco enquanto
nas linha 7 a 18. Assim, esse lago de repeti¢ao tem custo ©(|V]). A fila
F é simples. Assim, o custo da linha 8 também é O(|V[). A lista de
adjacéncias de cada vértice é percorrida na linha 9. Assim, o algoritmo
percorre todos os vértices e arestas do grafo G = (V, E). Com isso,
o custo do lago de repeti¢do nas linhas 9 a 17 é O(|V| + |E|). Dessa
forma, o custo de execugao do algoritmo ¢ O(|V| + |E|).

2.4 Meétodos Cuthill-McKee, RCM e variacoes

Com o método Cuthill-McKee [14], reduz-se a largura de banda de uma
matriz simétrica pela renumeracao dos vértices do grafo subjacente a
matriz. Dessa forma, sao realizadas permutacoes simétricas das linhas
e colunas da matriz.

O método Cuthill-McKee ¢é similar a busca em largura, em que séo
percorridos todos os vértices alcangaveis do grafo, a partir do vértice
inicial. A ordem em que os vértices adjacentes ao vértice corrente sao
percorridos é o que difere o método Cuthill-McKee da busca em lar-
gura. Uma abordagem gulosa ¢ realizada no método Cuthill-McKee,
em que os vértices sao rotulados na ordem crescente de grau dos vértices
adjacentes ao vértice corrente. Dado um vértice inicial, seus vértices
adjacentes sdo rotulados em ordem crescente de grau e isso ocorrera
para os vértices adjacentes desses adjacentes e assim, sucessivamente,
até que todos os vértices sejam rotulados. Rotular os vértices adjacen-
tes em ordem crescente de grau proporciona uma boa configuragao da
matriz correspondente em relagao a sua largura de banda, pois os vér-
tices de maior grau ficam posicionados, no possivel, nas linhas centrais
da matriz.

O restante desta secao esta dividida como descrito a seguir. O
método Cuthill-McKee é apresentado na subsecao 2.4.1. Apresenta-se
o método Cuthill-McKee reverso (RCM) na subsecdo 2.4.2. A anédlise
de complexidade desses métodos é apresentada na subsegao 2.4.3. Um
exemplo é mostrado na subsegdo 2.4.4. O algoritmo George-Liu [35]
para encontrar um vértice pseudoperiférico é apresentado na subsecao
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2.4.5. As heuristicas RBFS-GL, KP-band e RLK sdo descritas nas
subsegoes 2.4.6, 2.4.7 e 2.4.8, respectivamente.

2.4.1 Método Cuthill-McKee

O método Cuthill-McKee é mostrado no algoritmo 3. O algoritmo
recebe um grafo G = (V, E) conexo, em que V' é o conjunto de vértices
e E é o conjunto de arestas. Outro parametro do algoritmo é o vértice
inicial v € V.

Algoritmo 3: Cuthill-McKee.
Entrada: grafo G = (V, E) conexo; vértice inicial v € V;
Saida: renumeragao S com |V| entradas;

1 inicio
2 s(v) « 1;
3 i< 1; // vértices ja renumerados
// préximo da "fila" de vértices cujos vértices
4 j < 1;// adjacentes serdo renumerados
5 enquanto (i < |V|) faga
6 para cada ( vértice w €

Adj(G, s7H(5)) — {s71(1),571(2),...,s7 (i)}, em ordem
crescente de Grau(G,w) ) faga

11+ 1;
8 s(w) <+ i;
9 fim-para-cada;
10 j—J+1L
11 fim-enquanto;
12 retorna S;

13 fim.

Na linha 2, 1 é atribuido a s(v), em que S é a numeragao dos vértices
a ser retornada. Veja a defini¢ido 1.23, mostrada na pédgina 10 na segio
1.3.

Nas linhas 3 e 4, as varidveis i e j sao inicializadas, respectivamente.
A varidvel ¢ indica a ultima entrada ocupada de S e a varidvel j é
utilizada para percorrer os vértices do grafo.

No algoritmo 3, considera-se a funcao inversa da definicao 1.23,
mostrada na pagina 10 na se¢do 1.3: S~ : {1,2,...,|V|} — V. Assim,
o valor de s7!(j) é o vértice com rétulo j, para j € [1,|V]].

A estrutura de repeticao nas linhas 5 a 11 itera enquanto todos os
vértices nao tiverem sido rotulados. Os vértices adjacentes ao vértice
com rétulo j, que ainda nao foram renumerados, sao rotulados na es-
trutura de repeticdo para cada nas linhas 6 a 9. Em mais detalhes,
os vértices w, adjacentes ao vértice com roéotulo j, sao renumerados na
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linha 8. Especificamente, na estrutura de repeticao das linhas 5 a 11,
enquanto a variavel ¢ for menor que o niimero de vértices do grafo, a
cada iteracdo, sao renumerados os vértices w adjacentes ao vértice com
réotulo j, ou seja, s71(j), em ordem crescente de Grau(G,w) (veja a de-
finigao 1.12, na pagina 8), exceto os vértices que ja foram renumerados
(veja a linha 6). A saida do algoritmo ¢é a sequéncia de vértices em S,
na linha 12.

2.4.2 Método RCM

George [37] descobriu que renumerar os vértices na ordem reversa
em que foram rotulados, em vez da renumeracao habitual do método
Cuthill-McKee, reduz, frequentemente, o profile do grafo. Entretanto, a
largura de banda é mantida. Assim, o método RCM é o método Cuthill-
McKee, mas com numeragao reversa. O método RCM [37] produz ma-
trizes com as mesmas larguras de banda do método Cuthill-McKee.
Liu e Sherman [88] e Liu [87] provaram que o método RCM retorna
matriz renumerada com profile, pelo menos, tao satisfatérios quanto
o método Cuthill-McKee. Depois da publicagao do método RCM, os
pesquisadores passaram a reverter a numeragao do método.

Na método RCM, s(v), i e j recebem |V| em vez de 1 nas linhas 2,
3 e 4 do algoritmo 3, respectivamente. Assim, a estrutura de repeticao,
mostrada nas linhas 5 a 11, opera enquanto ¢ > 1. Com isso, as variaveis
i e 7 sao decrementadas, em vez de incrementadas, nas linhas 7 e 10 do
algoritmo 3, respectivamente.

2.4.3 Analise de complexidade

Conforme demonstrado por Liu [87], a complexidade no pior caso das
heuristicas Cuthill-McKee e RCM é dada pelo produto entre o grau
m do vértice de maior grau do grafo e o ntimero de arestas |E|. Liu
[87] obteve a complexidade, no pior caso, considerando que fosse uti-
lizado o algoritmo por inser¢do no passo de ordenagao dos vértices
na linha 6 do algoritmo 3. Com isso, considere que todas as or-
denacgoes na linha 6 exijam, no maximo, = operagdes, para n vér-
tices e uma constante c. FEsse nimero de operagoes é menor que
% Z:V Grau(G,v)* <™ ;v Grau(G,v) < 2Bl borque, para um grafo
v v

c

2m|E|
— €0
c

nao direcionado, ocorre Y. Grau(G,v) = 2|E|. Com isso,
veV
limite superior do nimero de operagdes na linha 6.

O ndimero de operagoes da estrutura de repeticao na linha 5 é
O(]V]). Com isso, a complexidade no pior caso desse algoritmo é
O(m-|E]). O limite inferior desse algoritmo, considerando-se um grafo
em que o vértice inicial tem liga¢gdes com todos os demais vértices e
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utilizando-se, por exemplo, o algoritmo merge sort no passo da orde-
nacao, é Q(|V|]1lg|V]).

2.4.4 Exemplo

A seguir, é mostrado um exemplo de execuc¢ao do método Cuthill-
McKee. Apresenta-se apenas o método Cuthill-McKee, pois o méto-
dos Cuthill-McKee e RCM diferem apenas na reversao da ordem da
renumeracao final. Considere o grafo da figura 2.1 e, ao seu lado, sua
representacgao matricial M.

Figura 2.1: Grafo e sua representagao matricial para um exemplo do método
Cuthill-McKee [56].

Escolheu-se, arbitrariamente, o vértice com rétulo original 9 como
o vértice inicial. O vértice com rétulo original 9 recebe 1 como o novo
rotulo. Em seguida, os vértices adjacentes a esse vértice sao rotulados,
em ordem crescente de grau. Na tabela 2.1, sio mostrados os vértices
adjacentes ao vértice com roétulo original 9, ordenados por seus graus.
Esses vértices sao rotulados nessa ordem.

Rotulo original do vértice | 7 | 5 | 11 | 4 | 6
Grau 21314 |5]|6
Novo rétulo do vértice 21314 |56

Tabela 2.1: Roétulos originais, graus e novos rétulos dos vértices adjacentes
ao vértice com rétulo 9 no grafo mostrado na figura 2.1.

O préximo vértice a ser processado é o vértice com rétulo original 7.
O novo rétulo desse vértice é 2, como mostrado na tabela 2.1. Nenhum
outro vértice é rotulado a partir desse vértice porque os vértices adja-
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centes a esse vértice ja foram rotulados (vértices com rétulos originais
9 e 5 e com novos rétulos 1 e 3, respectivamente).

O préximo vértice a ser processado é o vértice com rétulo original 5.
O novo rétulo desse vértice é 3, como mostrado na tabela 2.1. Nenhum
outro vértice é rotulado a partir desse vértice porque os vértices adja-
centes a esse vértice também ja foram rotulados (vértices com rétulos
originais 9, 7 e 11 e novos rétulos 1, 2 e 4, respectivamente).

O préximo vértice a ser processado é o vértice com roétulo original
11. O novo rétulo desse vértice é 4, como mostrado na tabela 2.1. Neste
passo, o vértice com rétulo original 1 recebe o rétulo 7.

Esse processo é realizado até que todos os vértices sejam rotulados.
A nova numeracao é mostrada na figura 2.2.

O resultado da renumeragao é mostrado na figura 2.3, juntamente
com a matriz M; correspondente. O grafo com a renumeracao pelo
método RCM e sua representagao matricial M, sao mostrados na figura
2.4. Neste exemplo, S(M) = 10, 8(M;) = B(My) =5, |Env(M)| = 39,
|Env(My)| = 33 e |[Env(Ms)| = 24. Esses dados estdo sumarizados na
tabela 2.2.

Matriz Largura de banda | Profile
M (original) 10 39
M; (Cuthill-McKee) 5 33
My (RCM) 5 24

Tabela 2.2: Largura de banda e perfil (profile) de matrizes do exemplo para
os métodos Cuthill-McKee e RCM [56].

Com a numeragao revertida pelo método RCM, as colunas da ma-
triz M, transformam-se nas linhas da matriz M,. Conforme destacado
nas linhas tracejadas nas representagdes de matrizes das figuras 2.3 e
2.4, as larguras de banda das linhas 4, 5 e 6, isto &, 84(M;), Bs(M;) e
B6(My), ndo sao contadas no profile de My no método RCM. Os pri-
meiros coeficientes dessas trés linhas de M; pertencem a ultima linha
de M,. Com isso, ha redugao no profile de M, em relagao ao profile de
Ml.

2.4.5 Algoritmo George-Liu

Na subsegao 2.4.5.1, ha comentarios sobre a escolha do vértice inicial
do processamento do método RCM. A descrigao do algoritmo George-
Liu consta na subse¢ao 2.4.5.2. Um exemplo ¢ mostrado na subsec¢ao
2.4.5.3.
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Figura 2.2: Passo a passo, de renumeracio de vértices de um grafo pelo
método Cuthill-McKee [56].

2.4.5.1 Vértice inicial do método RCM

Cuthill e McKee [14] constataram que a escolha do vértice inicial inter-
fere na qualidade da solugdo: na largura de banda e no perfil (profile)
da matriz resultante. Entao, propuseram que a heuristica comecasse
pelo vértice de grau minimo do grafo. Nos métodos Cuthill-McKee [14]
e RCM [37] originais, eram geradas as estruturas de nivel de todos os
vértices de grau minimo. Em seguida, eram selecionadas as estrutu-
ras de nivel que apresentassem a menor largura de nivel (explicada na
definigdo 1.37, na pégina 15 da secao 1.3). A renumeragdo era rea-
lizada com base em todas essas estruturas de nivel e era escolhida a
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Figura 2.3: Grafo, com sua representagao matricial, reordenado pelo método
Cuthill-McKee [56].

Figura 2.4: Grafo, com sua representagao matricial, reordenado pelo método
RCM [56].

renumeracao que gerasse a menor largura de banda.

Como descrito, Cuthill e McKee [14] iniciaram a ordenagdo com o
vértice de grau minimo do grafo e que apresentasse estrutura de nivel
enraizada com a menor largura de nivel. Todavia, nem sempre essa
era uma escolha satisfatéria. Apds a proposta de Cuthill e McKee [14],
houve publica¢oes com propostas de algoritmos que encontram o vértice
inicial, como o trabalho de Cheng [10].

Embora iniciar a renumeracao por um vértice de grau minimo apre-
sente resultados satisfatérios, isso nao garante que a largura de banda
seja menor que uma solucao em que o vértice inicial seja o vértice de
maior excentricidade, ou seja, um vértice periférico. Um vértice pe-
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riférico é 6timo vértice inicial para alguns métodos heuristicos para
reducgao de largura de banda. Para encontrar o vértice periférico, é ne-
cessario, por exemplo, aplicar a busca em largura em todos os vértices
do grafo. O custo dessa tarefa, no pior caso, ¢ O(|V|- (|V| + |E]|)), em
que |V| é o ntmero de vértices e |E| é o ntimero de arestas do grafo
G = (V,E). Como esse custo computacional é impraticdvel para um
algoritmo rapido para redugao de largura de banda, a partir da publica-
¢ao do algoritmo GPS [40], os pesquisadores comegaram a utilizar um
vértice pseudoperiférico (veja a definigao 1.35, na pagina 14 da secao
1.3) em vez de serem testadas as renumeragdes com vértices iniciais
com grau minimo.

Gibbs et al. [40] constataram que o melhor vértice inicial seria um
vértice cuja distdncia para outro vértice qualquer fosse igual ao didme-
tro do grafo, caracterizando-se, assim, vértices periféricos. Isso porque,
quanto maior a excentricidade de um vértice v, menos vértices havera
em um mesmo nivel de uma estrutura de nivel de v [14]. Didmetro,
vértice periférico, excentricidade e estrutura de nivel estao definidos na
se¢ao 1.3, na pagina 6.

Na versao original do método RCM [37], também eram selecionados
vértices iniciais com grau minimo do grafo e eram geradas as estruturas
de nivel desses vértices. Em seguida, os vértices eram renumerados pe-
las estruturas de nivel enraizadas que possuissem as menores larguras
de nivel e era escolhida a renumeragao que gerasse a menor largura de
banda. (Largura de nivel é explicada na definigao 1.37, na pagina 15 da
secao 1.3.) Com isso, o algoritmo original apresentava alto custo com-
putacional. Isso motivou o desenvolvimento do algoritmo GPS [40]. Os
autores propuseram iniciar a numeracao por um vértice pseudoperifé-
rico. Gibbs et al. [40] propuseram, entdao, como descrito na subsegao
2.5.1, na pagina 43, um algoritmo que encontra vértice cuja excentri-
cidade é préxima ao diametro do grafo, caracterizando-se, assim, um
vértice pseudoperiférico.

George e Liu [35] publicaram um algoritmo para encontrar um vér-
tice pseudoperiférico para o método RCM. Assim, o método RCM [36]
inicia pelo vértice pseudoperiférico retornado pelo algoritmo George-
Liu.

O método RCM [36], com vértice inicial fornecido pelo algoritmo
George-Liu [35], estd implementado em diversos softwares matematicos,
tais como MATLAB [111] e GNU Octave [25], com a fungio symrcm?,
Wolfram Mathematica [115] e ViennaCL [114], e nas bibliotecas Boost
C++ [5]%, SciPy [105] e NetworkX [97].

2https:/ /www.mathworks.com /help/matlab/ref /symrcm.html?requested Dom
ain=www.mathworks.com, https://octave.sourceforge.io/octave/function/sym rcm.html.

3http://www.boost.org/doc/libs/1_38_0/libs/graph/doc/cuthill_mckee_order
ing.html.
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2.4.5.2 Descricao do algoritmo George-Liu

George e Liu [35] avaliaram quatro caracteristicas no algoritmo, des-
critas a seguir. A primeira caracteristica consistiu em terminar a mon-
tagem das estruturas de nivel enraizadas dos vértices no ultimo nivel
de Z(v) assim que encontrasse um vértice com estrutura de nivel com
largura de nivel maior do que a ja encontrada. A segunda caracteris-
tica foi a de iniciar o algoritmo com um vértice v € V arbitrario em
vez de iniciar o algoritmo com um vértice de grau minimo. A terceira
foi a de montar a estrutura de nivel enraizada apenas para o vértice
com grau minimo em L) (v). A tltima caracteristica foi escolher um
vértice arbitrario em LM)(U) para a montagem da estrutura de nivel.
Apoés experimentos, o algoritmo final proposto por George e Liu [35] é
a combinacao da segunda e da terceira caracteristicas. Esse algoritmo
é descrito nesta subsecao.

Mostra-se o pseudocodigo no algoritmo 4. Na fase da inicializacao,
um vértice arbitrario v € V' é escolhido na linha 2 para ser o vértice
inicial. Em seguida, a estrutura de nivel enraizada £ (v) é gerada na
linha 3. Isso pode ser implementado por algoritmo similar & busca em
largura, mostrada no algoritmo 2, na pagina 29 da segao 1.3.

Algoritmo 4: George-Liu.
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudoperiférico v € V;
1 inicio
2 v« VérticeArbitrario(V);
// constréi estrutura de nivel enraizada
3 Z(v) < EstruturaDeNivelEnraizada(v);
repita
5 U VérticeGmuMz’nimo(G, L((U)(’U)); // algoritmo 5

// estrutura de nivel enraizada no
// vértice de grau minimo de Ly)(v)

6 Z(u) + EstruturaDeNivelEnraizada(u);
7 se ({(u) > ((v) ) entdo

8 RENTR

9 Z(v) + ZL(u);

10 fim-se;

11 até que (u #v) ;

12 retorna v;

13 fim.

Na estrutura de repeticao repita das linhas 4 a 11, o algoritmo cons-
tréi a estrutura de nivel (na linha 6) do vértice com grau minimo u em
ZLiw)(v) (o algorito 5 ¢ invocado na linha 5). O algoritmo 4 verifica se
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a excentricidade de u é maior que a excentricidade de v [((u) > £(v)] na
linha 7. Se essa condigao for satisfeita, entdo, o vértice u passa a ser o
vértice v (linhas 8 e 9) e o processo é repetido. Caso contrdrio, o vértice
pseudoperiférico serd v, retornado na linha 12. Portanto, o algoritmo
retorna o vértice v quando ¢(v) for maior ou igual a excentricidade do
vértice de grau minimo entre os vértices em Ly (v). A funcao £(v)
pode ser implementada de forma similar a busca em largura, mostrada
no algoritmo 2, na pagina 29 da segao 2.3.

Algoritmo 5: VérticeGrauMinimo.
Entrada: grafo G = (V| E); conjunto de vértices V' C V;
Saida: vértice de grau minimo v € V’;
1 inicio
2 grau < +0o0;
3 | paracada (ueV') faga
4 se ( Grau(G,u) < grau ) entao
5 v U
6
7
8
9

grau < Grau(G,u); // veja a definig8o 1.12
fim-se;
fim-para-cada;
retorna v;

10 fim.

Apés a publicagdo do algoritmo George-Liu [35] para encontrar
um vértice pseudoperiférico, foram propostos diversos outros algorit-
mos com o mesmo objetivo. Foram realizados diversas comparagoes
[49, 48, 51, 1, 64] e verificou-se que o algoritmo George-Liu [35] apre-
sentou os melhores resultados entre os algoritmos com baixo custo de
execucao.

2.4.5.3 Exemplo

Como exemplo de uma execucgao do algoritmo de George e Liu [35],
considere o grafo representado na figura 2.5. O vértice v, com rétulo
1, foi escolhido arbitrariamente para a inicializacao do procedimento.
Na figura 2.6, mostra-se a estrutura de nivel enraizada do vértice v. O
nimero de niveis de £ (v) é 4 e £(v) = 3.

Atribui-se o vértice com rétulo 2 ao vértice u, pois é um vér-
tice com grau minimo de Ly (v) = {s7*(2),s7'(7),s *(8)}, em que
Grau(G,s71(2)) = Grau(G,s (7)) = 2 e Grau(G,s71(8)) = 3. Como
os vértices com rotulos 2 e 7 tém o mesmo grau, nao ha diferenca na
escolha de um ou outro. Neste exemplo, optou-se arbitrariamente pelo
vértice com rétulo 2. Assim, .Z(u) é mostrada na figura 2.7. Como
l(v) = L(u), o algoritmo para, determinando o vértice com rétulo 1
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Figura 2.6: Rétulos dos vértices na estrutura de nivel enraizada do vértice
com rétulo 1 do grafo mostrado na figura 2.5 [56].

como o vértice pseudoperiférico. Neste exemplo, o algoritmo de fato
encontrou um vértice periférico do grafo.

2.4.6 Heuristica RBFS-GL

A heuristica RBFS-GL foi utilizada no contexto de redugdo do custo
de execugao de sistemas de equagoes lineares [54]. Foi percebido que
a reducao em largura de banda da matriz de coeficientes nao é pro-
porcional a reducao do custo de execugao na resolugao de sistemas de
equacoes lineares. Assim, nao haveria necessidade de grande reducao
de largura de banda. Por outro lado, a redugao da largura de banda
em baixo custo de execucao é relevante na aceleragao da resolugao de
sistemas de equagoes lineares.
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Figura 2.7: Rétulos dos vértices na estrutura de nivel enraizada para o
vértice com rétulo 2 do grafo mostrado na figura 2.5 [56].

Apenas a busca em largura (BFS), mostrada no algoritmo 2, na
pagina 29 da se¢do 2.3, nao fornece a reducao na largura de banda
necessaria. Como visto na subsecdo 2.4.5, na pagina 35, o vértice inicial
é relevante para a qualidade da numeragao neste contexto. Por isso,
o algoritmo George-Liu (mostrado no algoritmo 4, na pdgina 38, na
subsegdo 2.4.5) foi escolhido para fornecer o vértice inicial [48].

Como abordado na subse¢ao 2.4.2 na pdgina 32, George [37] mos-
trou que reverter a numeracao apresenta resultados melhores. A heu-
ristica. RBFS-GL é a juncao desses conceitos. A heuristica RBFS-GL
retorna solugoes em matrizes de grande porte com qualidade quase tao
satisfatorias em relagdo ao método RCM, mas a heuristica RBFS-GL
apresenta cerca da metade do custo de execugdo do método RCM [62].

Na heuristica RBFS, nao é estabelecida a distancia dos vértices do
grafo em relagdo ao vértice inicial, tal como realizado nas linhas 4 e
12 do algoritmo 2, mostrado na pagina 29 da se¢ao 2.3. Na heuristica
RBFS, s(v) recebe |V| em vez de 1 na linha 5 do algoritmo 2. Assim,
a estrutura de repetigdo, mostrada nas linhas 9 a 20, opera enquanto
s(l) > 1. Com isso, s(u) < s(I) — 1 na linha 13 do algoritmo 2.

2.4.7 Heuristica KP-band

Pode ocorrer que vértices w em um mesmo nivel da estrutura de nivel
enraizada em vértice pseudoperiférico (fornecido pelo algoritmo George-
Liu) tenham o mesmo grau. Vértice pseudoperiférico é explicado na
definicao 1.35, na pagina 14 da secao 1.3.

O método RCM nao faz distingdo na ordem dos vértices
Wy, Wa, . . ., Wk, com Grau(G,w,) = Grau(G,ws) = -+ - = Grau(G, wy)
para vértices w; € Adj(G,v), para j € [1,k]. Koohestani e Poli [80]
procuraram reduzir esses empates na ordenagao dos vértices w adja-
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centes a determinado vértice v. Os autores evoluiram por programa-
¢ao genética o método RCM, gerando a heuristica KP-band, que or-
dena os vértices w € Adj(G,v) pela férmula 0, 179492928171 - ¢(w)? +
0,292849834929 - ¢(w)? — 0,208926175433 - n — 0, 736485142138 - n -
¢(w) — 1,77524579882 - ¢(w) — 1,75681383404, em que n = |V| e

s(w) = > Grau(G,u). Assim, ¢(w) é a soma dos graus dos
ucAdj(G,w)
vértices adjacentes ao vértice w. Claramente, ¢(w) é o produto do grau
do vértice w pela média dos graus dos vértices adjacentes ao vértice w:
Grau(G,u)
s(w) = Grau(G,w) - % Com isso, ¢(w) contém infor-
magao dos vértices a dois niveis do vértice v: (Vw € Adj(G,v)) u €
Adj(G,w).

2.4.8 Heuristica RLK

A heuristica Reverse Level King (RLK) foi projetada com conceitos dos
métodos RCM, para reducgio de largura de banda, e King [77], para re-
dugao de perfil (profile) de matrizes. A heuristica RLK ordena vértices
w € Adj(G,v) em ordem crescente do nimero de adjacéncias de forma
similar ao método RCM. Entretanto, diferentemente do método RCM,
vértices ja rotulados nao sdo considerados na contagem do nimero de
adjacéncias do vértice w.

Diferentemente da heuristica de King, a heuristica RLK rotula os
vértices nivel a nivel da estrutura de nivel enraizada do vértice pseu-
doperiférico fornecido pelo algoritmo George-Liu. Como mencionado,
vértice pseudoperiférico é explicado na defini¢ao 1.35, na pagina 14 da
secao 1.3.

2.5 Algoritmo GPS

O algoritmo GPS [40] foi desenvolvido apds estudo detalhado do mé-
todo RCM original [37]. Gibbs et al. [40] verificaram que o método
RCM original [37] ndo era adequada em situagoes em que hd um custo
computacional excessivo para se encontrar o vértice inicial. Como ex-
plicado na subsegao 2.4.5, nos métodos Cuthill-McKee e RCM originais,
sao encontrados vértices com grau minimo do grafo, sdo geradas as es-
truturas de nivel de todos esses vértices e sao escolhidas as estruturas
de nivel que apresentem a menor largura de nivel. O método RCM ori-
ginal [37] realizaria esfor¢o desnecessdrio, por exemplo, quando muitos
vértices do grafo possuissem o grau minimo. Isso implicaria na mon-
tagem da estrutura de nivel enraizada por meio da busca em largura
para cada um desses vértices e seriam realizadas as renumeragdes por
todas essas estruturas de nivel.
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O algoritmo GPS [40] pode ser dividido em trés passos. No pri-
meiro passo, ¢ encontrado um par de vértices iniciais. Esse passo é
apresentado na subsecao 2.5.1. No segundo passo, reduz-se a largura
de nivel da estrutura montada no passo anterior. Esse passo é descrito
na subse¢ao 2.5.2. Por ultimo, realiza-se a renumeracao dos vértices do
grafo de uma forma similar ao método RCM, iniciando a numeracao
pelo vértice encontrado no primeiro passo. Esse passo é descrito na
subsecao 2.5.3.

2.5.1 Escolha dos vértices iniciais

Cuthill e Mckee [14] constataram que, quanto mais niveis uma estru-
tura de nivel tem, menor serd a largura de banda, se a renumeracao
for realizada por meio dessa estrutura de nivel. Gibbs et al. [40] uti-
lizaram esse conhecimento para a escolha por qual vértice inicializar o
processamento da renumeracao dos vértices.

Considere um grafo G = (V, E) e um vértice v € V com grau minimo
do grafo. O algoritmo gera a estrutura de nivel enraizada £ (v). Em
seguida, em ordem crescente de grau, o algoritmo gera estruturas de
nivel enraizadas em w € Ly (v). Se £(w) > £(v), entao, atribui-se w
a v e repete-se o processo até que nao tenha vértice em Ly, (v) com
excentricidade maior que a excentricidade de v. O vértice v serd um
dos dois vértices iniciais do algoritmo. Esse algoritmo é mostrado na
subsecao 2.5.1.1.

Para obter o segundo vértice inicial u, entre os vértices de Ly (v),
escolhe-se o vértice que apresentar . (u) com a menor largura de nivel.
Esse algoritmo é mostrado na subsegao 2.5.1.2. Um exemplo ¢ mostrado
na subsecao 2.5.1.3.

2.5.1.1 Primeiro vértice inicial

Mostra-se, no algoritmo 6, um pseudocddigo para a escolha do primeiro
vértice inicial. O vértice com grau minimo do grafo é atribuido a v na
linha 2. Em seguida, é montada a estrutura de nivel enraizada £ (v),
na linha 3. A rotina na linha 3 coloca o vértice v no nivel Ly(v) da
estrutura, os vértices adjacentes ao vértice v sdo colocados no nivel
Li(v) e assim por diante, até montar o tltimo nivel Ly (v). Essa
rotina pode ser implementada de forma similar a busca em largura,
mostrada no algoritmo 2, na pagina 29 da se¢ao 2.3.

Na estrutura de repeticio mostrada nas linhas 4 a 14, o algoritmo
verifica os vértices w € Ly (v) em ordem crescente de grau (veja a
linha 5 e a linha 7 na estrutura de repeticdo mostrada nas linhas 6 a
13). As estruturas de nivel enraizadas em vértices w € Ly (v) s@o
construidas, na linha 8, até que algum vértice w tenha excentricidade
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Algoritmo 6: VerticePseudoPeriférico GPS (escolha do primeiro vér-
tice inicial para o algoritmo GPS).
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudoperiférico v € V;
1 inicio
2 v < VérticeGrauMinimo(G,V); // algoritmo 5
// constrbéi-se estrutura de nivel enraizada
3 Z(v) « EstruturaDeNivelEnraizada(v);
repita
// constréi fila de prioridades em ordem crescente
// de grau dos vértices em Ly)(v)

5 F « FilaPrioridades (Le(v)(’l)));
6 repita
w < F.Remove();
// constrdéi-se estrutura de nivel enraizada
8 Z(w) < EstruturaDeNivelEnraizada(w);
// l(w) e {(v) sBo as excentricidades dos vértices
9 se (£(w) > ((v) ) entdo
10 v — w;
11 L) + ZL(w);
12 fim-se;
13 até que ((v=w) V (F = ©)) ;
14 | até que (v=w) ;
15 retorna v;
16 fim.

maior que a excentricidade de v. Entao, atribui-se w a v na linha 10
e repete-se o processo. ltera-se na estrutura de repetigdo nas linhas
4 a 14 até que algum vértice v tenha excentricidade igual ou maior
que todos os vértices em Ly (v). Ao sair da estrutura de repeticao
repita externa, o vértice v é um dos vértices iniciais do algoritmo GPS,
retornado na linha 15.

2.5.1.2 Segundo vértice inicial

Para determinar o segundo vértice periférico, utiliza-se a sub-rotina
VerticeMenorLarguraDeNivel, mostrada no algoritmo 7. A sub-rotina
VerticeMenorLarguraDeNivel, mostrada no algoritmo 7, recebe o con-
junto de vértices w € Ly (v), que sao percorridos na estrutura de
repeticao para cada, mostrada nas linhas 3 a 9. A sub-rotina que deter-
mina a largura de nivel de .Z(w), na estrutura condicional nas linhas
5 a 8, é mostrada no algoritmo 8.
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Algoritmo 7: VérticeMenorLarguraDeNivel (escolhe vértice com me-
nor largura de nivel).

Entrada: conjunto composto pelos vértices w € Ly(,)(v);
Saida: segundo vértice pseudoperiférico u € V para o algoritmo GPS;
1 inicio
2 largura < +o0;
3 para cada ( vértice w € Ly, (v) ) faga
// constréi-se estrutura de nivel enraizada
4 Z(w) < EstruturaDeNivelEnraizada(w);
// a sub-rotina b & mostrada no algoritmo 8

5 se (b(Z(w)) < largura ) entao
6 largura < b(ZL(w));

7 U — w;

8 fim-se;

9 fim-para-cada;

10 retorna u;

11 fim.

Algoritmo 8: b.
Entrada: estrutura de nivel £ (v);
Saida: largura de nivel de £ (v);

1 inicio
// a largura de nivel de .Z(v) &, pelo menos, 1,
2 l <+ 1; // porque o nimero de vértices no nivel 0 é 1

// s8o percorridos os niveis de Z(v)
3 para (i< I;i</{(v);i+ i+1) faga se ( |L;(v)] > 1) entdo

L+ |Li(v)];
4 retorna [;
5 fim.

No algoritmo 7, ao sair da estrutura de repeticao para cada, estard
armazenado em u o vértice de Ly)(v) com a menor largura de nivel,
que ¢é retornado na linha 10.

2.5.1.3 Exemplo

Na figura 2.8, mostra-se um grafo e a sua representacao matricial com
os vértices iniciais determinados pelo algoritmo GPS. O vértice v com
rotulo 1 foi determinado como um vértice inicial porque possui grau
trés, que é um vértice com grau minimo do grafo (além de outros vér-
tices com grau trés).

Pela montagem da estrutura de nivel enraizada do vértice v
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Figura 2.8: Um grafo de exemplo para a renumeracao pelo algoritmo GPS
com os vértices iniciais com rétulos 1 e 18 destacados e a representacdo
matricial Mg do grafo [56].

com rétulo 1, obtém-se a excentricidade f(v) = 5 e os vérti-
ces em Lypy(v) = {s71(12),s71(14),s *(18)}. Como {(s7'(12)) =
((s71(14)) = £(s7'(18)) = 5, entdo, um dos vértices iniciais é o vértice
com rétulo 1. Calculando-se a largura de nivel dos vértices em Ly, (v),
encontra-se b(Z(s71(14))) = b(ZL (s *(18))) = 4 e b(ZL(s'(12))) = 5.
Com isso, escolheu-se o vértice com rotulo 18 como o segundo vértice
inicial do algoritmo GPS.

2.5.2 Redugao da largura de nivel

E explicado o segundo passo do algoritmo GPS na subsecao 2.5.2.1.
Um exemplo do passo ¢ mostrado na subsegao 2.5.2.2.

2.5.2.1 Segundo passo do algoritmo GPS

No segundo passo do algoritmo GPS, cria-se uma nova estrutura de
nivel a partir das estruturas de nivel enraizadas dos vértices iniciais v
e u. A largura de nivel da nova estrutura de nivel serd, no maximo, a
menor largura de nivel entre as estruturas de nivel enraizadas em v e
U.

Seja k = l(v) = (u). A excentricidade de v é igual as excentri-
cidades dos vértices em Ly, (v), ou seja, (Yu € Ly (v)) £(v) = L(u),
pois v € Lyw)(u). Associa-se, a cada vértice w do grafo G = (V, E),
um par ordenado (,7), chamado de par associado do nivel, em que i
é o indice associado ao nivel de .Z(v) que contém w, e j é o indice
associado, em ordem decrescente, de £ (u) que contém w. O indice
do nivel em Z(u) que contém w é k — j. O par (i,7) é associado ao
vértice w se e, somente se, w € L;(v) N Ly_;(u). Dessa forma, os pa-
res associados aos vértices v e u sdo (0,0) e (k, k), respectivamente.
Os passos do processo que resultardo em uma nova estrutura de ni-
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vel Z(v,...)={Ko(v,...), Ki(v,...),..., K(v,...)} sdo descritos a

seguir.

1. A cada par na forma (i,7), associado a algum vértice w, w é co-
locado em K;(v,...). O par (0,0) é associado a v, entdo, v €
Ko(v,...); e o par (k, k) é associado a u, entdo, u € Ky,)(v,...).
Cada vértice w e as arestas incidentes a w sao removidas de
G = (V,E). Se V = @, entao, pare.

t
2. Apés o primeiro passo, tem-se V' = |J %,, em que os conjuntos
=1

%, sao disjuntos e t é o nimero de componentes. As componentes
sao dispostas em ordem decrescente de ntimero de vértices, isto é,

|€1| > |6 > - > |6

3. Para cada 6,, « = 1,2,....,t e considerando-se i = 0,1,...,k; e
j=kk—1,...,0, faca:

o calcule (ng,nq,...,ng), em que n,. é o ndmero de vértices em
K. (v,...),para 0 <r < k;
o calcule (hg,hy,...,h), em que h, é n, mais o nimero de

vértices que K, (v,...) teria se o indice i do par associado do
nivel fosse utilizado como a renumeracao de nivel;

o calcule (lp, 1y, ..., ), em que [, é n, mais o niimero de vértices
que K,.(v,...) teria se o indice j do par associado do nivel
fosse utilizado como a renumeragao de nivel;

e cncontre h = max|[h, : h, —n, > 0], [ = max [/
max Ogrgk[ T T r ]7 max Ogrgk[ r

l.—n.>0]e
— 8¢ Pz < lmas, €ntdo, numere o nivel de cada vértice de
%, de acordo com o indice i do par associado do nivel;
— s€ Nz > bnae, €entdo, numere o nivel de cada vértice de
%, de acordo com o indice j do par associado do nivel;
— s€ hpaz = lmae, €ntao:

% se b(ZL(u)) > b(Z(v)), entdo, numere o nivel de cada
vértice de %, de acordo com o indice ¢ do par associado
do nivel;

x se b(ZL(u)) < b(Z(v)), entdo, numere o nivel de cada
vértice de %, de acordo com o indice j do par associ-
ado do nivel.

Sao utilizados os niveis resultantes da combinagao das estruturas de
nivel enraizadas dos vértices v e u. Para isso, verifica-se qual quantidade
é menor, N,ae OU e
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2.5.2.2 Exemplo

Um exemplo da execugao da segunda parte do algoritmo GPS é mos-
trado nas figuras 2.9 a 2.12. Neste exemplo, sao considerados os vértices
iniciais v, com rétulo 1, e u, com rétulo 18, do grafo mostrado na figura
2.8. Na figura 2.9, associados aos vértices, sao mostrados os indices
(i,7) referentes aos niveis das estruturas de nivel dos vértices com ré-
tulos 1 e 18.

Figura 2.9: Grafo com os vértices rotulados e associados aos indices das
estruturas de nivel enraizadas nos vértices v, com rétulo 1, e u, com rétulo
18. O primeiro indice do par (i,7) indica o nivel crescente do vértice na
estrutura de nivel enraizada no vértice v e o segundo indice indica o nivel
decrescente do vértice na estrutura de nivel enraizada no vértice u [56].

Na figura 2.10, sao mostrados os indices dos vértices com rotulos 1,
3,4, 9,10, e 18 na nova estrutura de nivel # (v, ...). Esses vértices sao
dispostos na estrutura de nivel £ (s71(1),...) porque i = j em (4, j).
Também, na figura 2.10, sdo mostrados os componentes %;, composto
pelos vértices com rétulos 2, 5, 7, 12, 13, 16, 17 e 19, e %5, composto
pelos vértices com rétulos 6, 8, 11, 14 e 15. Na figura 2.10, os vértices
em 61 e 6, nao possuem indices no estagio corrente do algoritmo.

Em seguida, gera-se (ng,ni,na,ng,ng,ns) = (1, 1, 1, 1, 1, 1) por-
que tem um vértice em cada nivel de # (s7'(1),...), ou seja, cada
um dos vértices com rétulos 1, 4, 9, 10, 3 e 18 estd em um nivel de
H(s7H1),...) (veja os indices associados a esses vértices na figura
2.10). Com isso, de %1, sao gerados:

o (hoyhy,hoyhs, hyyhs) = (1,1, 1,1, 1, 1) + (0, 1, 2, 2, 2, 1) = (1,
2,3, 3, 3, 2), pois, para 0 < r < k, h, é n, adicionado do nimero
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Figura 2.10: Os vértices que ndo estdo em % ou %> estdo nos niveis
Ko(v,...), Ki(v,...), ..., Ki(v,...), em que k = £(s7(1)) = £(s~1(18)).
Os indices estdo mostrados juntos desses vértices rotulados. O grafo cor-
rente é G = € U 6, [56].

de vértices de 4, no nivel r, considerando-se o indice i (veja os
indices 7 associados aos vértices em %) na figura 2.9);

o (lo,li,loyls, 1y l5) = (1, 1, 1,1, 1, 1) + (2,2, 2,1, 1, 0) = (3, 3,
3, 2,2, 1), pois, para 0 < r < k, [, é n, adicionado do ntimero
de vértices de €, no nivel r, considerando-se o indice j (veja os
indices j associados aos vértices em %) na figura 2.9).

Com 1880, Moz = lmaz = 3 € b(Z(v)) = b(ZL(v)). Entao, os vértices
de %] tém os seus indices da estrutura de nivel organizados e incorpo-
rados ao grafo de acordo com o indice i, como pode ser visto na figura
2.11.

Apéds associar os vértices de %) na nova estrutura de nivel, os
passos sao repetidos para %3. Nesta etapa do algoritmo, tem-se
(no,nq,me,n3,ny,ns) = (1, 2, 3, 3, 3, 2), pois % foi incorporado a
estrutura de nivel Z (v, ...), de acordo com o indice ¢ do par associado
do nivel. Por isso, de %3, sao gerados:

o <h07h1>h27h’3ah4vh5) = (17 21 37 37 37 2) + (07 17 17 17 17 1) = (1?
3,4, 4,4, 3), pois, para 0 < r < k, h, é n, adicionado do ntimero
de vértices de %5, no nivel r, considerando-se o indice i (veja os
indices 7 associados aos vértices em %, na figura 2.9);

o (lo, b, 1o, 13,14, 05) = (1,2, 3,3,3,2)+ (1,1, 1,1, 1, 0) = (2, 3,
4,4, 4, 2), pois, para 0 < r < k, h, é n, adicionado do ntmero
de vértices de 63, no nivel r, considerando-se o indice j (veja os
indices j associados aos vértices em %5 na figura 2.9.
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@5) @4) 3) @(2) @” @0’

@5) @4) @3) @j@m @(1)
@ " 3> @2,

Figura 2.11: Os vértices de %7, mostrados na figura 2.10, foram incorporados
na nova estrutura de nivel de acordo com o indice i de (i, j), mostrados na
figura 2.9 [56].

Com 1880, Moz = lnaz = 4 € b(Z(u)) = b(ZL(v)). Entao, os vértices
de %5 tém os seus indices da estrutura de nivel organizados de acordo
com o indice 7, como pode ser visto na figura 2.12.

5) @4) @3> @2) @(1)

a) 3) ) . ©

w3 of @@
‘ 5) 4) 3) 2 e
©f @’ @F a3
@4) 3) @(2)

Figura 2.12: Os vértices de %%, mostrado na figura 2.10, foram incorporados
na nova estrutura de nivel de acordo com o indice i de (i, 7), mostrados na
figura 2.9 [56].

Com essa estrutura de nivel, é obtida a seguinte ordenacao dos vér-
tices com rétulos:

o 1, porque estd em Ky(v,...);

o 8, 13 e 4, porque estdo em Ki(v,...) e possuem graus 3, 4 e 6,
respectivamente;
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o 5,15, 9 e 16, porque estdao em Ks(v,...) e possuem graus 3, 4, 6
e 6, respectivamente;

° .
ey

o 12, 18 e 14, porque estao em Kj(v,...) e possuem o mesmo grau
e, com isso, a ordem entre esses vértices é arbitraria.

2.5.3 Renumeracao

A ordem para percorrer os vértices é dada considerando-se a estrutura
de nivel obtida no passo mostrado na subsecao 2.5.2. Realiza-se a
renumeracao dos vértices iniciando-se pelo nivel K (v, ...) até o nivel
Ky(v,...). Para vértices de mesmo nivel, primeiramente, percorre-se o
que tem grau maior.

No exemplo mostrado nas figuras 2.8 a 2.12, a renumeracao é dada
na ordem reversa ao que foi apresentado no final da subsecao 2.5.2. A
renumeracao final do grafo da figura 2.8 e a sua representagao matricial
sao mostradas na figura 2.13.

Figura 2.13: Grafo da figura 2.8 renumerado pelo algoritmo GPS e sua
representagao matricial Mg, [56].

Para uma comparacao, a renumeracao do grafo da figura 2.8 pelo
método RCM é mostrada na figura 2.14, considerando-se o vértice com
rétulo 1 como o vértice inicial. Na tabela 2.3, observa-se que resultados
satisfatorios (redugoes de largura de banda e de profile em relagao a
matriz Mg mostrada na figura 2.8) sao obtidos pelo método RCM ao se
escolher um vértice inicial com excentricidade aproximada ao didmetro
do grafo. No caso da figura 2.8, £(s7!(1)) = 5, que é o didmetro do
grafo.

Na tabela 2.3, também sao mostradas as larguras de banda e os
profiles de Mg, e de Mg, das figuras 2.13 e 2.14, obtidos pelas renume-
ragoes do grafo mostrado na figura 2.8 por meio dos algoritmos GPS e
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Figura 2.14: Grafo da figura 2.8 renumerado pelo método RCM e sua repre-
sentagdo matricial Mg, [56].

Matriz Largura de banda | Profile
Mg (original) da figura 2.8 17 142
Mg, (GPS) da figura 2.13 4 61
Mg, (RCM) da figura 2.14 4 63

Tabela 2.3: Largura de banda e de perfil (profile) das matrizes mostradas
nas figuras 2.8, 2.13 e 2.14 [56].

RCM, respectivamente. Em particular, o custo de execugao do método
RCM é menor que o custo de execugao do algoritmo GPS [63, 62].

Na Netlib [22], sao disponibilizadas implementagoes na linguagem
Fortran do algoritmo GPS? [40] e da heuristica Gibbs-King® [38]. Lewis
[83] também implementou o algoritmo GPS na linguagem Fortran.

2.6 Exemplos de tempos de execucao dos métodos
heuristicos

Os métodos heuristicos baseados em conceitos da teoria dos grafos apre-
sentados neste texto sao de baixo custo de execugao. A seguir, sao mos-
trados quatro exemplos de testes executados em estagdes de trabalho
comuns [63, 62].

1. Em um grafo composto de 3,5 milhoes de vértices e 95 milhoes
de arestas (matriz nlpkkt120), os custos de execugao seriais dos
métodos foram [62]:

e 12 segundos para o método RCM,
e 11 segundos para o método KP-band,

4http:/ /www.netlib.org/toms/508. [13]
Shitp:/ /www.netlib.org/toms/509 [38], hitp://www.netlib.org/toms/582 [83].
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e 7 segundos para o método RBFS-GL,

e 12 segundos para o método resultante da hiper-heuristica
ACHH (apresentado no capitulo 3).

2. Em um grafo composto de 1,6 milhao de vértices e 114 milhoes
de arestas (matriz Flan_1565), os custos de execucao seriais dos
métodos foram de nove segundos para o método KP-band e para
o método resultante da hiper-heuristica ACHH [63]. O resolutor
do sistema de equagdes lineares, sem e com pré-processamento da
matriz pelo método resultante da hiper-heuristica ACHH, execu-
tou em 89.293 e 88.421 segundos, respectivamente, resultando em
aceleragao de 1%. O resultado do resolutor foi um pouco pior
com a matriz pré-processada pela heuristica KP-band e pior pelo
método RCM.

3. Em um grafo composto de 1,5 milhdo de vértices e 21 milhdes
de arestas (matriz StocF _1465), os custos de execucao seriais dos
métodos foram de quatro segundos para o método KP-band e para
o método resultante da hiper-heuristica ACHH, e de dois segundos
para a heuristica RBFS-GL [63]. O resolutor do sistema de equa-
¢oes lineares, sem e com pré-processamento da matriz pelo método
resultante da hiper-heuristica ACHH, executou em 45.570 e 44.430
segundos, respectivamente, resultando em aceleracao de 3%. O
resultado do resolutor foi pior com a matriz pré-processada pelos
demais métodos heuristicos para reducao de largura de banda.

4. Em um grafo composto de 1,4 milhdo de vértices e 60 milhdes
de arestas (matriz Geo 1438), os custos de execugao seriais dos
métodos foram [63]: seis segundos para o método RCM, 30 se-
gundos para o método KP-band, e sete segundos para o método
resultante da hiper-heuristica ACHH. O resolutor do sistema de
equagoes lineares, sem e com pré-processamento da matriz pelo
método resultante da hiper-heuristica ACHH, executou em 76.052
e 57.104 segundos, respectivamente, resultando em aceleragao de
33%. Nao houve aceleragao do resolutor com o método RCM e
houve desaceleragao do resolutor com os demais métodos heuris-
ticos para reducgao de largura de banda avaliados.

Como comparagao, 500 segundos foi o critério de parada estabele-
cido para a heuristica VNS-band [94] (apresentada na segdo 4.3), para
fornecer solugoes em grafos com aproximadamente 1.000 vértices e me-
nos de 4.000 arestas (a maior matriz utilizada nos testes dos autores
foi a matriz sherman4, com dimensao de 1.104 e composta de 3.786
coeficientes ndo nulos). A heuristica DRSA (apresentada na secao 4.4)
apresentou resultados melhores com tempos de execugao cerca de cinco
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vezes maiores que a heuristica VNS-band, para encontrar as melhores
solugoes. Gonzaga de Oliveira e Silva [62] mostraram que os métodos
RCM, KP-band e RBFS-GL superaram a heuristica DRSA ao serem
aplicados a grafos maiores que 2.000 vértices®. Pode-se considerar que
as heuristicas VNS-band e DRSA s@o impraticaveis de serem aplica-
das em matrizes de grande porte, isto é, com dimensao maior que um
milhdao.

SA implementacdo da heuristica DRSA utilizada no estudo estd disponivel em
https://github.com/Pigzaum/drsa_ bmp.



Capitulo 3

Hiper-heuristica baseada em
colénia de formigas

3.1 Introducao

Basicamente, uma hiper-heuristica é um método heuristico que tem um
ou mais dos seguintes objetivos:

e no contexto de computacao evolucionaria, gera novos métodos
heuristicos pela evolugao de métodos heuristicos mais simples;

« seleciona o melhor entre varios métodos heuristicos para resolver
eficientemente determinado problema computacional;

e combina métodos heuristicos para gerar um novo método heurfs-
tico;

o adapta métodos heuristicos para resolver eficientemente proble-
mas computacionais.

Neste capitulo, ¢ mostrada uma hiper-heuristica baseada na meta-
heuristica otimizacao por colonia de formigas. Essa hiper-heuristica
evolui trés métodos heuristicos baseados em teoria dos grafos: RCM,
KP-band e RLK. O método RCM é apresentado na subsecao 2.4.2, na
pagina 32. As heuristicas KP-band e RLK sdo apresentadas respecti-
vamente nas secoes 2.4.7 e 2.4.8, na pagina 41.

Além desses trés métodos, a hiper-heuristica também pode seleci-
onar a heuristica RBFS-GL, mostrada na subsecao 2.4.6, na péagina
40. Assim, a hiper-heuristica seleciona ou gera métodos heuristicos
baseados em conceitos da teoria dos grafos. Os métodos heuristicos re-
sultantes da hiper-heuristica sdo tao rapidos quanto os métodos rapidos
utilizados como base da evolugao.
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Os métodos RCM, KP-band, RLK e RBFS-GL sao métodos de pro-
posito geral, ou seja, podem ser aplicados a quaisquer matrizes. Os
métodos heuristicos resultantes da hiper-heuristica ACHH sdo méto-
dos especialistas, ou seja, sao evoluidos para serem aplicados a matrizes
oriundas de determinada area de aplicacdo. Com isso, os métodos heu-
risticos resultantes da hiper-heuristica forneceram resultados melhores
que os métodos heuristicos anteriores, tanto em redugao de largura de
banda de matrizes [62], quanto no pré-processamento de matrizes para
aceleragao de resolutores de sistemas de equagdes lineares [63].

Como a hiper-heuristica Ant Colony Hyper-Heuristic (ACHH) foi
projetada pela meta-heuristica otimizacao por colonia de formigas, essa
meta-heuristica é abordada na se¢do 3.2. A hiper-heuristica ACHH é
apresentada na secao 3.3.

3.2 Meta-heuristica otimizacao por colonia de for-
migas

Essa meta-heuristica ¢ uma técnica probabilistica para a solucao de
problemas computacionais, principalmente problemas de encontrar ca-
minhos satisfatorios em grafos. Basicamente, formigas minimizam a
distancia entre o formigueiro e a fonte de alimento. Um conjunto de
formigas artificiais percorre os caminhos de um grafo, que representa a
trilha percorrida pela formiga até o formigueiro. Além de mesclar in-
formagoes deterministicas e estocasticas, esta meta-heuristica também
apresenta uma forma de solugoes trocar informagoes.

Uma fungao de probabilidade é utilizada para determinar o cami-
nho a ser percorrido pela formiga. Durante o percurso, as formigas
depositam feromo6nio no caminho percorrido. Nesta analogia, uma ou
mais fung¢oes objetivos sao utilizadas para determinar a quantidade de
feromonio depositada no caminho percorrido pela formiga para levar
“comida” para o formigueiro. Assim, a meta-heuristica é baseada na
comunicagao via feromonio depositado pelas formigas no caminho per-
corrido. Uma taxa de evaporagao de feromonio é utilizada para evitar
convergéncia muito rapida.

O critério de parada do processo pode ser o tempo de execugao ou
um numero pré-definido de iteragdes. Ao final do processo, o cami-
nho com maior quantidade de feromonio é retornado, que fornece uma
solugao aproximada a solucao étima do problema.
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3.3 Hiper-heuristica ACHH

Como mencionado, a hiper-heuristica ACHH evolui os métodos RCM,
descrito na subsegdo 2.4.2, na pagina 32, e as heuristicas KP-band [80]
e RLK [62], descritas respectivamente nas segoes 2.4.7 e 2.4.8, na pé-
gina 41. Assim, a hiper-heuristica ACHH evolui esses trés métodos
heuristicos e, consequentemente, gera um novo método heuristico para
redugdo de largura de banda de matrizes para a area de aplicagio es-
pecifica. A hiper-heuristica ACHH também pode selecionar um entre
quatro (RCM [37], KP-band [80], RBFS-GL [54] ¢ RLK [63]) métodos
heuristicos para a area de aplicacao do problema.

O processo de localizar o vértice pseudoperiferico para iniciar o pro-
cessamento da numeragao é descrito na subsegao 3.3.1. O grafo de com-
ponentes utilizado na hiper-heuristica ACHH é apresentado na subsegao
3.3.2. As formulas de prioridade dos métodos heuristicos sao descritas
na subsecao 3.3.3. A estrutura da hiper-heuristica ACHH é mostrada na
subsecao 3.3.4. Finalmente, o pseudocédigo da hiper-heuristica ACHH
é mostrado na subsecao 3.3.5.

3.3.1 Vértice pseudoperiférico

Os métodos RCM, KP-band, RBFS e RLK sao variagoes da busca em
largura, mostrada no algoritmo 2, na pagina 29 da se¢ao 2.3. As quatro
heuristicas diferem na férmula de prioridade utilizada para ordenar os
vértices adjacentes a determinado vértice.

As quatro heuristicas pertencem a uma classe de algoritmos conheci-
dos como reordenagoes por nivel a partir de um vértice inicial, em que o
algoritmo rotula os vértices de um grafo ao particioné-los em conjuntos
de vértices a partir da distancia de um vértice inicial. Portanto, o vér-
tice inicial do processamento da numeracao contribui fortemente para
a qualidade da ordenacao resultante. Em geral, essas heuristicas forne-
cem resultados melhores quando a largura de nivel (veja defini¢oes 1.36
e 1.37 na péagina 14, na secao 1.3) da estrutura de nivel enraizada no
vértice inicial é estreita e a excentricidade do vértice inicial é préoxima
ao diametro do grafo.

A hiper-heuristica ACHH foi projetada para avaliar diferentes algo-
ritmos para encontrar o vértice inicial do processamento em conjunto
com algoritmos de reordenagao de vértices do grafo. O sistema ACHH
avaliou dois desses algoritmos [62] e o algoritmo George-Liu, mostrado
na subsecao 2.4.5, na pagina 34, apresentou os melhores resultados em
todos os casos avaliados. Assim, neste texto, para todos os métodos
heuristicos para reducao de largura de banda, serda considerado que o
vértice inicial do processamento sera fornecido pelo algoritmo George-
Liu. Ainda, a ordem fornecida pela heuristica resultante é revertida.
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3.3.2 Grafo de componentes

A hiper-heuristica inicializa um grafo C' = (Vi, E¢) que contém com-
ponentes dos métodos heuristicos para reducao de largura de banda.
Para evitar ambiguidade com vértices do grafo ¢4 de entrada, descreve-
se, neste texto, como nodos os vértices do grafo de componentes
C = Vo, Ec). O grafo C = (Ve, E¢) é particionado em quatro parti-
¢oes de nodos:

e na parti¢do 0, um nodo inicial ¢,

e ma parti¢ao 1, um ou mais nodos, de forma que cada um representa
um algoritmo que retorna um vértice pseudoperiférico,

 na particdo 2, nodos f;, de forma que cada um representa um al-
goritmo de reordenacao utilizado para rotular os vértices do grafo
de entrada G = (V, E),

e na particdo 3, nodos que representam valores limites.

Na analogia com colonia de formigas, o nodo i, na particao 0, é de
onde a formiga parte com a “comida” (grafos, ou matrizes) e os nodos na
particao 3 localizam-se no formigueiro. Assim, cada formiga transporta
cada grafo, um de cada vez, pelo caminho no grafo C = (V, E¢), do
nodo %, na particdo 0, até o nodo na particao 3.

A heuristica RBFS é mais réapida que os métodos RCM e KP-band
porque nao ordena os vértices adjacentes a um vértice v. O método
RCM é mais rapido que a heuristica KP-band quando realiza poucas
trocas para ordenar os vértices adjacentes a um vértice v. Assim, um
algoritmo de reordenacao de baixo custo de execucao realiza poucas
trocas ao ordenar as adjacéncias de um vértice. A hiper-heuristica
procura gerar heuristicas de baixo custo de execu¢ao com numero pe-
queno de trocas nessa ordenagao. Dessa forma, o grafo de componentes
C = (Vi, E¢) na hiper-heuristica foi projetado com nodos de valores li-
mites para informar um limiar quando o valor da férmula de prioridade
nao é relevante. Entretanto, a hiper-heuristica ACHH nao gerou ne-
nhum valor limite em todos os métodos heuristicos resultantes [63, 62].
Por isso, por simplicidade nesta apresentagao, os nodos de valores limi-
tes na particao 3 nao serao mais considerados neste texto e essa particao
somente contera o nodo terminal t.

Como mencionado na subsegao 3.3.1, a hiper-heuristica ACHH se-
lecionou o algoritmo George-Liu para fornecer o vértice pseudoperifé-
rico para o método heuristico resultante em todos os casos [63, 62].
Por isso, por simplicidade nesta apresentagao, sera considerado neste
texto que ha somente um nodo na particao 1 do grafo de componentes
C= Ve, Ec).
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Na fase de calibragao dos parametros, Gonzaga de Oliveira e Silva
[63, 62] determinaram que haveria seis nodos na partigio 2 do grafo
de componentes C' = (Vg, E¢). Dessa forma, o grafo de componentes
C = (Vg, E¢) da hiper-heuristica ACHH é apresentado neste texto com
[Ve] = 9 nodos:

e um nodo inicial ¢ na particao 0,

e um nodo p na particao 1, que representa o algoritmo George-Liu
para retornar um vértice pseudoperiférico,

 seis nodos f; na particdo 2, de forma que cada um representa
um algoritmo de reordenacgao utilizado para rotular os vértices do
grafo de entrada G = (V, E),

e um nodo terminal t na particao 3,

Dessa forma, Vo = {i,p, f;, t}, para j € [1,6] e |Ec| = 13, pois E¢ =
i, ph Ap. fi}, {f;, t}}. Como mencionado, na analogia com colénia de
formigas, o nodo i, na particdo 0, é de onde a formiga parte com a
“comida” (grafos, ou matrizes) e o nodo t, na particio 3, representa
o formigueiro. Assim, cada formiga percorre um caminho no grafo
C = (Vg, E¢) transportando cada grafo, do nodo 4, na partigao 0, até
o nodo t, na partigao 3.

3.3.3 Férmulas de prioridades

Na primeira iteracao, a hiper-heuristica comeca com as férmulas de pri-
oridade dos métodos RCM, KP-band e RLK em nodos f;, na particao 2
do grafo de componentes C' = (Vi, E¢). A hiper-heuristica pode evoluir
ou selecionar as férmulas de prioridade desses trés métodos heuristicos.

Como descrito na subsecao 2.4.2, na pagina 32, o método RCM
ordena vértices w € Adj(G,v) em ordem crescente do grau do vértice
w. As heuristicas KP-band e RLK, mostradas respectivamente nas
se¢oes 2.4.7 e 2.4.8, na pagina 41, sdo variagoes do método RCM.

O sistema ACHH utiliza uma &rvore binaria para manter as for-
mulas de prioridade. Nodos folhas nessa arvore contém uma funcao,
enquanto nodos internos contém uma operacao: adi¢do, subtragao ou
multiplicagdo. A hiper-heuristica gera uma fungdo em relacao ao valor
n em todas as formulas de prioridade. O sistema produz aleatoriamente
trés tipos de férmulas de prioridade, associadas com n e:

o Grau(G,w), relacionado ao método RCM, mostrado na subsegdo
2.4.2, na pagina 32,

e ¢, relacionado a heuristica KP-band, mostrada na subsecgao 2.4.7,
na pagina 41,
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o GrauN(Gg,w) = |{u €V : {u,v} € EAs(u) =0}, considerando
somente adjacéncias para vértices que ainda nao foram rotulados
(aqui, s(u) = @ representa um vértice u ainda nao rotulado e
considera-se que os vértices foram inicializados (v € V) s(v) = 0
no inicio do processamento), relacionado a heuristica RLK, mos-
trada na subsecao 2.4.8, na péagina 42.

A hiper-heuristica gera aleatoriamente as féormulas. Consequente-
mente, a hiper-heuristica pode produzir uma férmula de prioridade sem
operadores, por exemplo. Nesse caso, a formula de prioridade é asso-
ciada a heuristica RBFS. A hiper-heuristica também pode selecionar
os proprios métodos RCM, KP-band e RLK como o melhor algoritmo
para a classe de matrizes utilizadas na fase de treinamento. A hiper-
heuristica seleciona a heuristica RBFS-GL quando a férmula de priori-
dade gerada é uma constante real ou gera uma férmula de prioridade
que envolve:

e n e o grau do vértice w € Adj(G,v) como varidveis, ao evoluir o
método RCM,

e n eg, ao evoluir a heuristica KP-band,

e ne GrauN(Gg,w) dos vértices w € Adj(Gg,v), em que se consi-
dera apenas adjacéncias para vértices que ainda nao foram rotu-
lados, ao evoluir a heuristica RLK.

Mostra-se o método heuristico resultante da hiper-heuristica ACHH
no algoritmo 9. O algoritmo recebe o grafo conexo G = (V,E) e o
vértice inicial v € V fornecido pelo algoritmo George-Liu.

O primeiro vértice rotulado é v, na linha 3, com n = |V| (linha
2). Os demais vértices sdo rotulados com identificadores em ordem
decrescente até 1 (veja as linhas 4, 5, 8 e 11). O algoritmo rotula,
na linha 9, os vértices do grafo de entrada G = (V, E) com a mesma
distancia do vértice pseudoperiférico de entrada v, na ordem fornecida
pela sub-rotina FormulaPrioridade(), na linha 7, interna a estrutura de
repeticao enquanto, mostrada nas linhas 6 a 12.

A sub-rotina FormulaPrioridade() é representada como uma fun-
¢ao sobrecarregada na linha 7. Se a hiper-heuristica ACHH gera uma
férmula de prioridade:

e que é uma constante real, entao, a heuristica RBFS-GL ¢é selecio-
nada e a sub-rotina FormulaPrioridade() ndo é utilizada,;

o evoluida a partir do método RCM, entao, a sub-rotina Formu-
laPrioridade(G, n,v) ordena os vértices w € Adj(G,v) na ordem
dada por uma férmula que pode envolver n e Grau(G, w);
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Algoritmo 9: Método heuristico resultante da hiper-heuristica
ACHH.

Entrada: grafo conexo G = (V, E); vértice v € V;

Saida: numeracao S;
1 inicio
2 n <« |V
3 s(v) + n;
4 L4 n;
5
6
7

Jen

enquanto (i > 1) faga

para cada ( vértice w €

Adj(G,s7H(H)) — {s7'(n),s"Hn —1),...,571(i)}, na ordem
de FormulaPrioridade(...) ) faca

8 i1 i—1;

9 s(w) « i;

10 fim-para-cada;
11 j—i—1L

12 fim-enquanto;

13 retorna S;

14 fim.

e evoluida a partir da heuristica KP-band, entao, a sub-rotina For-
mulaPrioridade(G,n,v) ordena os vértices w € Adj(G,v) na or-
dem dada por uma férmula que pode envolver n e ¢(w);

e evoluida a partir da heuristica RLK, entao, a sub-rotina Formula-
Prioridade(Gg,n,v) ordena os vértices w € Adj(Gg,v) na ordem
dada por uma férmula que pode envolver n e GrauN (Gg, w), que
considera somente adjacéncias para vértices que ainda nao foram
rotulados.

A nova numeragao S é retornada na linha 13.

3.3.4 Estrutura da hiper-heuristica ACHH

A fungao de probabilidade utilizada no sistema ACHH é explicada na
subsecao 3.3.4.1. A atualizacdo de feromonio pelas formigas é descrita
na subsecao 3.3.4.2. A substituicdo de féormulas de prioridade é mos-
trada na subsecao 3.3.4.3.

3.3.4.1 Funcao de probabilidade

Na iteracao k, uma formiga a determina um caminho a percorrer o grafo
de componentes C' = (Vi E¢), a partir do nodo i, na partigao 0, até o
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nodo t, na particao 3, que representa o formigueiro, utilizando a funcao
de probabilidade ps, (k) = iwjmc, em que T,; ¢ a trilha de feromonio
cENy

do nodo (componente) w para o nodo j e N, é a vizinhanca plausivel
do nodo w. Assim, N, é um conjunto composto de componentes na
mesma particio do nodo j, incluindo j. A funcdo pj,;(k) é a razdo
entre a quantidade de feroménio depositada na aresta (ou “trilha da
formiga”) que conecta o nodo (componente) w ao nodo j e a soma da
quantidade de feroménio depositado nas arestas entre nodos w e nodos
contidos no conjunto N,.

Uma formiga a utiliza a fungao de probabilidade pj, ;(k), na iteracao
k, para decidir qual componente de uma heuristica para reducao de
largura de banda adicionar em sua solucao parcial. A funcao é, por-
tanto, a probabilidade de a formiga a incluir, na iteracao k, o nodo
(componente) em sua trilha do nodo 4, na parti¢ao 0, para o nodo t, na
particao 3.

3.3.4.2 Atualizacao de feromoénio

Uma formiga deposita feromonio em sua trilha de acordo com a largura
de banda e o tempo de execucao para o método heuristico definido nos
nodos desse caminho no grafo de componentes C' = (Vg, E¢), ao ser
aplicado a cada grafo da fase de treinamento. Como mencionado, na
analogia com colonia de formigas, em cada iteacao k, cada formiga
carrega “comida” (matrizes ou grafos) do nodo i, na partigao 0, para o
nodo t, na particao 3, que representa o formigueiro. Nesse processo, os
algoritmos de reordenacao armazenados nos nodos f;, na particao 2 do
grafo de componentes C' = (V¢, E¢), sao avaliados com o conjunto de
grafos da fase de treinamento, a cada iteragao k.

O sistema ACHH utiliza uma taxa de evaporagao de feroménio para
evitar uma convergéncia muito rapida do algoritmo em um caminho do
nodo %, na particdo 0, para o nodo t, na partigdo 3, que representa o
formigueiro, no grafo de componentes. A atualizacao do feromdnio é
dada por 7;; = (1—P)-7;;+¢(p), em que P € (0, 1] é o parmetro da taxa
de evaporacgdo, g() é a fungdo de qualidade do depésito de feromonio
nas arestas, e ¢ ¢ o tempo de execugao do algoritmo de reordenagao ou
a reducao de largura de banda realizada em uma solugao. Gonzaga de
Oliveira e Silva [63, 62] utilizaram P = 0.3.

O sistema ACHH utiliza duas funges para determinar a qualidade
de um método heuristico e, consequentemente, atualizar a quantidade
de feromonio nas arestas do grafo de componentes.

1. A primeira funcao é %7 em que t é o tempo de execucao, em
milissegundos, em um nodo. O sistema ACHH utiliza essa fungao
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para atualizar a quantidade de feromdénio da aresta imediatamente
percorrida pela formiga no grafo de componentes.

2. A segunda funcao é a largura de banda de uma solugao. O sis-
tema ACHH utiliza essa funcdo para atualizar a quantidade de
feroménio de cada aresta percorrida por uma formiga no grafo de
componentes.

Dessa forma, a hiper-heuristica adiciona 5(G) + % na quantidade
de feromdnio no caminho percorrido pela formiga no contexto de pré-
processamento de matrizes para aceleragao de resolutor de sistema de
equagoes lineares [63]. Por outro lado, 5(G) foi definida como cinco

1

vezes mais importante que ; no contexto de gerar métodos heuristicos

para reducao de largura de banda de matrizes [62]. Assim, o sistema
ACHH adiciona 5 - f(G) + 1 na quantidade de feroménio no caminho
percorrido pela formiga [62] nesse caso. O valor 5 foi escolhido arbitra-
riamente, mas outro valor poderia ser determinado. Uma valor maior
daria énfase a reducgao de largura de banda da férmula de prioridade,

em detrimento ao tempo de execugao.

3.3.4.3 Substituicao de férmulas de prioridade

O sistema ACHH substitui metade dos nodos f;, na particdo 2, com
novos nodos a cada 10 iteragoes. O sistema substitui nodos com arestas
incidentes com a menor quantidade de feroménio. As formigas selecio-
nam como componentes nodos incluidos recentemente porque os nodos
j& no sistema ja tém valores de feromonio em suas arestas incidentes.

3.3.5 Pseudocddigo da hiper-heuristica ACHH

Mostra-se o sistema ACHH no algoritmo 10. A hiper-heuristica ACHH
recebe o conjunto de grafos para o treinamento, o nimero de iteragoes
e a quantidade de formigas.

A probabilidade de busca no espago de solucoes e o tempo de exe-
cucao da hiper-heuristica ACHH sao proporcionais ao nimero de for-
migas, ao nimero de componentes no grafo C = (Vg, E¢), ao niimero
de iteragoes e a quantidade e tamanho dos grafos ¢4 € Grafos. Gon-
zaga de Oliveira e Silva [63, 62] calibraram esses parametros de forma
que a hiper-heuristica ACHH executasse em tempo razodvel. Assim, os
autores executaram a hiper-heuristica com seis formigas e 100.000 ite-
racgoes para selecionar ou gerar novos métodos heuristicos para redugao
de largura de banda para cada drea de aplicacao especifica.

A hiper-heuristica inicializa a variavel k na linha 2. A estrutura de
repeticao enquanto nas linhas 3 a 19 executa o niimero de iteragoes da
hiper-heuristica. Na estrutura de repeticao para cada nas linhas 4 a 16,
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cada uma das seis formigas faz com que o algoritmo George-Liu (linha
8), representado no nodo p, na particdio 1 do grafo de componentes
C = Vo, Eg), e o algoritmo de reordenagao com férmula de prioridade
representada no nodo f;, na particdo 2, sejam aplicados a cada grafo
4 € Grafos da fase de treinamento, por meio da estrutura de repeticao
nas linhas 6 a 15.

Na linha 5, a hiper-heuristica utiliza a fungao de probabilidade
p,; (k) para determinar um nodo f;, para j € [1, 6], na particao 2, para a
formiga percorrer o grafo de componentes. Especificamente, com o nodo
fj, a hiper-heuristica forma um caminho com vértices 7, p, f;,t € Vg,
para a formiga a percorrer, pelas arestas {i, p}, {p, f;},{f;.t} € Ec, o
grafo de componentes C' = (V, E¢) na iteracgao k.

Na linha 7, a hiper-heuristica calcula a largura de banda original do
grafo ¢4 € Grafos. Em seguida, o vértice u recebe o vértice pseudo-
periférico retornado pelo algoritmo George-Liu na linha 8. Na linha 9,
a hiper-heuristica atualiza a quantidade de feromdnio na aresta {7, p},
que conecta o nodo inicial 7, na partigao 0, para o nodo p, que representa
0 nodo na partigao 1 com o algoritmo George-Liu. Nessa atualizacao,
a hiper-heuristica utiliza %, em que t, em milissegundos, é o tempo de
execugao do algoritmo George-Liu.

A estrutura de nivel enraizada no vértice u, £ (u), é construida na li-
nha 10. Também nessa linha, a hiper-heuristica determina a prioridade
de cada vértice v € ¢, utilizando a féormula de prioridade armazenada
no nodo f;, na particao 2. Na linha 11, a hiper-heuristica atualiza
o feromoénio da aresta {p, f;}, que conecta os nodos nos niveis 1 e 2,
utilizando %, em que t é o tempo de execugao de calcular as priorida-
des de cada vértice do grafo ¥4 € Grafos, pela férmula de prioridade
armazenada no nodo f; na partigao 2.

Na linha 12, a hiper-heuristica numera os vértices da grafo de trei-
namento ¢ € Grafos, de acordo com o método heuristico com férmula
de prioridade contida no nodo f;, na particao 2, determinado na linha
5. Nalinha 13, a hiper-heuristica atualiza o feroménio da aresta { f;, t},
que conecta os nodos nos niveis 2 e 3, utilizando %, em que t é o tempo
de execucao do algoritmo de reordenacao, com férmula de prioridade
armazenada no nodo f;, na particdo 2, aplicado ao grafo ¢ € Grafos.

Na linha 14, a hiper-heuristica atualiza o feroménio do caminho
dado pelos vértices i, p, fi, t € Vi pelas arestas {1, p}, {p, f;},{f;. t} €
FE¢, determinado na linha 5, considerando a largura de banda da nova
numeragao do grafo &4 € Grafos, realizada na linha 12. Especifica-
mente, é considerada a diferenga de largura de banda da numeracao
original, calculada na linha 7, com a largura de banda da nova numera-
¢ao do grafo & € Grafos, realizada na linha 12. Como mencionado na
subsecao 3.3.4, na pagina 62, essa atualizagao da quantidade de feromo-
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nio em todo o caminho percorrido pela formiga a, relacionada a redugao
da largura de banda do grafo &4 € Grafos, ¢ multiplicada por cinco no
contexto de evolu¢ao de métodos heuristicos para redugao de largura
de banda de matrizes [62]. Assim, essa atualizacdo da quantidade de
feromo6nio em todo o caminho percorrido pela formiga a, relacionada
a redugao da largura de banda do grafo ¢4 € Grafos, tem peso cinco
vezes maior que as atualizacoes, realizadas nas linhas 9, 11 e 13, das
quantidades de feromonio relacionadas com o tempo de execucao dos
passos executados nas linhas 8, 10 e 12, respectivamente [62].

A hiper-heuristica incrementa a varidavel k na linha 17. Na linha
18, a cada 10 iteragdes, o sistema ACHH gera, aleatoriamente, trés
novas formulas de prioridade. Essas trés novas férmulas de prioridade
substituem as férmulas de prioridade dos trés (metade) nodos f;, na
partigdo 2, com arestas incidentes (considerando nodos nos niveis 1 e
3) com menos feromonio que os demais nodos na partigao 2 do grafo de
componentes C' = (Vg, E¢). Finalmente, na linha 20, o sistema ACHH
retorna a férmula de prioridade armazenada no nodo f;, na particao
2, com a maior quantidade de feromonio, considerando as arestas inci-
dentes aos nodos nos niveis 1 e 3.

3.3.6 Consideragées finais

Gonzaga de Oliveira e Silva [62] aplicaram o sistema ACHH em matri-
zes simétricas e assimétricas oriundas de varios dominios. Um grupo
de matrizes de mesmo dominio foi utilizado como conjunto de treina-
mento para gerar um novo método heuristico especializado em reducao
de largura de banda de matrizes na area de aplicacdo especifica do
grupo de matrizes. Os autores utilizaram sete areas de aplicagdo com-
postas de matrizes simétricas e trés areas de aplicagdo compostas de
matrizes assimétricas oriundas da colegao de matrizes SuiteSparse [20].
Como exemplo, os autores utilizaram a hiperheuristica ACHH em ma-
trizes simétricas oriundas de problemas termodinamicos no processo
de aprendizagem. Nesse exemplo, foram utilizadas as matrizes ted B
(n = 10.605, |E| = 144.579), 1shp3466 (n = 3.466, |E| = 23896) e
Ishp3025 (n = 3025, |E| = 20.833). O sistema ACHH retornou como o
melhor programa para essas trés matrizes um novo método heuristico
para reducgao de largura de banda baseado na heuristica KP-band em
que a subrotina FormulaPrioridade(... ) na linha 7 do algoritmo 9 é
dada por 0.11364 - ¢” +0.060522 - <% - n — 0.022397 - ¢ — 0.308595 - ¢* —
1.29987-¢3 - n —¢2 —0.745801, em que < é a soma dos graus dos vértices
adjacentes ao vértice w € V. Cada vértice w é adjacente ao vértice
em processamento s '(j) € V. Assim, os vértices w sdao ordenados
conforme essa férmula de prioridade.

Os métodos heuristicos resultantes da hiper-heuristica ACHH tém
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baixo custo computacional, conforme os métodos RCM, KP-band,
RBFS-GL e RLK. Em todos os testes seriais realizados com matri-
zes de grande porte (com dimensao maior que um milhao), os métodos
heuristicos resultantes da hiper-heuristica ACHH superaram os méto-
dos heuristicos de baixo custo computacional no estado da arte em
qualidade da solugao [62], bem como na aceleracao de resolutor de sis-
temas de equagoes lineares [63] (veja a se¢ao 2.6). Portanto, os métodos
heuristicos resultantes da hiper-heuristica ACHH podem ser considera-
dos os algoritmos de baixo custo computacional no estado da arte para
reducgao de largura de banda de matrizes de grande porte.
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Algoritmo 10: ACHH.

[ N

10

11

12

13

14

15
16
17
18

19
20

21

Entrada: conjunto de Grafos; nimero de iteragoes Nrlter;

conjunto ants de formigas;

Saida: férmula de prioridade evoluida para algoritmo de reordenagio;

inicio

fim.

k < 0;
enquanto ( (k < Nrlter)) faca

para cada ( (formiga a € ants) ) faca

utilizando a funcdo de probabilidade pg ;(k), determine um
nodo f;, para j € [1,6], na particdo 2, para um caminho
para a formiga a percorrer o grafo de componentes

C = Vo, Ec);

para cada ( (grafo ¢4 € Grafos) ) faga

calcule a largura de banda original;

u recebe o vértice pseudoperiférico retornado pelo
algoritmo George-Liu (no nodo na partigao 1);

atualize a quantidade de feromo6nio na aresta

{i,p} € E¢, utilizando o custo do algoritmo
George-Liu;

ao construir .Z'(u), calcule a prioridade de cada vértice
v € ¢, utilizando a férmula armazenada no nodo f;;
atualize a quantidade de feromonio na aresta que
conecta o nodo na parti¢do 1 ao nodo f;, na partico 2,
utilizando o tempo de execugdo do passo anterior;
numere cada vértice v € ¢, de acordo com a heuristica
com férmula contida no nodo f;, na particao 2;
atualize a quantidade de feromonio da aresta que
conecta o nodo f;, na particdo 2, ao nodo na particao
3, considerando o tempo para numerar o grafo ¥;
atualize a quantidade de feromo6nio do caminho
escolhido na linha 5, do nodo i ao nodo t, considerando
a largura de banda da numeragio do grafo ¥;
fim-para-cada;

fim-para-cada;

k< k+1;

se ( (mod(k,10) = 0) ) entdo gere novas férmulas de
prioridade para trés (metade) nodos f; com arestas incidentes
para o nodo i, na parti¢do 1, e para o nodo p, na partigao 3,
com menos feromoénio que os demais nodos na particao 2;

fim-enquanto;

retorna a férmula de prioridade armazenada no nodo f;, na
particio 2, com a maior quantidade de feroménio, considerando as
arestas incidentes aos nodos nos niveis 1 e 3.
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Capitulo 4

Algoritmos meta-heuristicos

4.1 Introducao

Diferentemente das aplicacoes citadas no apéndice A, ha aplicagoes
que nao impoéem um limite restrito no tempo de execugao do método
heuristico para redugao de largura de banda, tais como [55]: brow-
sing hypertext, small world networks, anélise visual de conjuntos de
dados utilizando matrizes de similaridade visual, minimizagao da taxa
de entropia de grafos, verificagdo de modelos simbdlicos, otimizagao do
layout de malhas, the seriation problem. Nesses casos, um algoritmo
meta-heuristico pode ser aplicado porque pode fornecer resultados me-
lhores que métodos baseados em conceitos da teoria dos grafos, como
os métodos apresentados nos capitulos 2 e 3, apesar de apresentar custo
de execugao maior. Também, pode-se ter nocao de quao distante um
método rapido, baseado em conceitos da teoria dos grafos, retorna em
relagao ao melhor resultado ja encontrados na matriz, fornecido por um
algoritmo meta-heuristico.

Basicamente, meta-heuristica é uma técnica de construgao de mé-
todos heuristicos. Como comentado na secao 1.4, na pagina 16, meta-
heuristicas passaram a ser aplicadas em grande escala para a solucgao
aproximada a solucao 6tima de problemas de otimizagao na década de
1990. Assim, os primeiros algoritmos meta-heuristicos para reducao de
largura de banda foram publicados nessa década [9].

O problema de reducao de largura de banda é um dos principais
problemas de otimizacdo combinatéria. Dessa forma, grande parte das
principais meta-heuristicas ja foi aplicada no problema, incluindo algo-
ritmos genéticos [85, 79|, Iterated Local Search [85, 86, 55|, otimizagao
por colonia de formigas [76, 63, 62], programagao genética [80], Variable
Neighbourhood Search [94], simulated annealing [113], BRKGA [107] e
GRASP [107]. Foram publicadas diversas versoes de métodos heuristi-
cos projetados por essas meta-heuristicas e apenas foram citados alguns
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dos principais exemplos.

Neste capitulo, sdo apresentados alguns dos principais algoritmos
meta-heuristicos para redugdo de largura de banda de matrizes. As
heuristicas Node Centroid with Hill Climbing (NCHC) [86] e Fast Node
Centroid with Hill Climbing (FNCHC) [86] sdo descritas na segdo 4.2.
Esses algoritmos meta-heuristicos sao as bases da heuristica FNCHC+
[55], apresentada na subsegao 4.2.6, que ¢ o algoritmo meta-heuristico
no estado da arte, em simulagoes seriais, para matrizes de grande porte,
isto é, com dimensao maior que um milhao.

O método heuristico projetado pela meta-heuristica Variable Neigh-
bourhood Search (VNS-band) [94] é apresentado na segdo 4.3. Até 2015,
a heuristica VNS-band era o algoritmo meta-heuristico no estado da
arte para matrizes de porte muito pequeno, isto é, com dimensoes até
aproximadamente 1.000. A heuristica VNS-band foi superada pela heu-
ristica DRSA [113], que é o atual algoritmo meta-heuristico no estado
da arte para matrizes desse porte. A heuristica DRSA [113] é descrita
na secao 4.4.

4.2 Heuristicas NCHC, FNCHC e FNCHC+

A heuristica Node Centroid with Hill Climbing (NCHC) baseia-se no
ajuste de numeragao para a exploracao do espaco de solugbes e no
procedimento Hill Climbing para a busca local. Foi proposta com o
intuito de ser uma heuristica rapida, simples e que gerasse resultados
satisfatérios. A heuristica é dividida em quatro etapas:

« solucao inicial,
o ajuste da numeragao pelo procedimento Node Centroid,
e busca local e

« verificacao se a nova solucao é aceita.

A heuristica NCHC inicia com uma solucao gerada pela busca em
largura iniciada em um vértice aleatorio. A heuristica altera essa nu-
meragao inicial pelo ajuste dos rétulos dos vértices em relagao a seus
vértices adjacentes. Os autores denominaram esse ajuste do rétulo do
vértice como Node Centroid (NC) em relagdo a seus vértices adjacen-
tes. Finalmente, a heuristica aplica a busca local pelo procedimento
Hill Climbing para obter um 6timo local. A nova solugao é aceita se
for melhor que a solugao corrente.

O restante desta segao estd dividida como descrito a seguir. A etapa
de ajuste da numeracao pelo procedimento Node Centroid é apresen-
tada na subse¢do 4.2.1. A busca local Hill Climbing é descrita na
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subsecao 4.2.2. A condi¢ao se a nova solucao é aceita é mostrada na
subse¢ao 4.2.3. A heuristica NCHC completa também é descrita na sub-
se¢ao 4.2.3. A meta-heuristica Iterated Local Search (ILS) é abordada
na subsegao 4.2.4. As heuristicas FNCHC e FNCHC+ sdo apresentadas
na subsecoes 4.2.5 e 4.2.6, respectivamente.

4.2.1 Procedimento Node Centroid

Apo6s obter a solucao inicial, associa-se, na segunda etapa da heuristica
NCHC, um peso p a cada vértice do grafo. Em seguida, os vértices sao
renumerados em ordem crescente de peso p de cada vértice.

O procedimento Node Centroid utiliza a nocao de vértice critico
de Gs = (V,E). (Veja as definigdes 1.39 e 1.40, na pagina 16 da
se¢ao 1.3.) Na heurfstica NCHC, um vértice v ¢ dito M-critico se
Bu(Gs) > A- B(Gs), com A € [0,1]. Ainda, para o grafo Gg =
(V,E), sdo definidos os vértices A—adjacentes de v como V)(v) =
Adj(Gg,v) N{u : ({v,u} € E) |s(u) — s(v)] > A B(Gs)}. Com o
conjunto A—adjacentes V) (v), tém-se o feize do vértice v, definido por
fHw) =Vi(v) U{v}. O vértice v é o vértice centroide do feixe fy(v).

Na etapa de ajuste de numeragao, busca-se reduzir a largura de
banda dos vértices A—criticos, com A ~ 1, incluindo A = 1, trocando-se
os rétulos dos vértices centroides de seus respectivos feixes. Essa troca

> s

é realizada ao se associar um peso, definido como p(v) = %,
para cada vértice v € V para, depois, numerar os vértices em ordem
crescente desse peso.

Mostra-se a sub-rotina Node Centroid no algoritmo 11. O algoritmo
recebe um grafo Gg = (V, E') com numeragao S e o parametro \.

Na estrutura de repeticao para cada nas linhas 2 a 5, os vetores p e
¢ sao inicializados, em que c¢(v) é o nimero de vértices pertencentes a
fa(v). Os vetores p e ¢ de cada vértice A—critico (veja a condigao na
linha 7) sdo atualizados na estrutura de repetigao para cada das linhas
6 a 13. Atualiza-se o valor de p pela razao de p por ¢ para cada vértice
v € V na estrutura de repeticao para da linha 14. Em seguida, na linha
15, os vértices sao renumerados em ordem crescente pelo peso p. O
algoritmo retorna a renumeracio S’ na linha 16.

4.2.2 Busca local por Hill Climbing

Nesta etapa, um conjunto de vértices criticos do grafo é selecionado para
que seus rétulos sejam trocados. O conjunto E. de arestas criticas de
Gs = (V,E) é definido por E. = {{u,v} € E : |s(u) — s(v)| = B(Gs)}.
O conjunto de vértices criticos V. de G = (V, E) é todo vértice de
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Algoritmo 11: NodeCentroid.
Entrada: grafo Gg = (V, E) com numeragao S; criticidade A;
Saida: renumeracao S';

1 inicio

2 para cada ( vértice v € V') faga
3 p(v) < s(v); // p(v): peso associado a cada vértice v
// ¢(v) & o nimero de vértices do feixe do vértice v
4 c(v) < 1;
5 fim-para-cada;
6 para cada ( aresta {u,v} € E) faca
7 se (|s(u) —s(v)| = A- B(G5s) ) entao
8 p(u) = pu) + s(v);
9 c(u) < c(u) + 1;
10 p(v)  p(v) + s(u);
11 c(v) «c(v) + 1;
12 fim-se;
13 fim-para-cada;
14 para ( vérticev € V') faga p(v) + zgi,
// os vértices v € V s8o renumerados em ordem crescente
15 S’ < NumeraCrescente(Gg,p); // do peso p(v)
16 retorna S’;

17 fim.

arestas de E,. Veja também as defini¢oes 1.39 e 1.40, na pagina 16 da
secao 1.3.

Para a aplicagdo da busca local, define-se a vizinhanga reduzida
Ns(v) do vértice critico v € V, para a troca de rétulo de v como Ng(v) =
{u: ({v,u} € E.) |med(v)—s(u)| < |med(v)—s(v)|}, em que med(v) =
L%J Smax(V) = {m&[s(u)] € Sm(v) = {U%IEIE[S(u)]. Isso
significa que, para os vértices criticos v € V., Ng(v) é o conjunto de
vértices u € Adj(Gg,v) com diferenga de numeragao média de v em
relagao ao rétulo de u menor que a diferenca da numeragao média de v
pelo rétulo de v. O conjunto de vértices para a aplicagdo da busca local,
ou o conjunto de vizinhangas reduzidas para a troca de numeracao em

relagdo a solugao S, é definido por N(S) = U Ng(v).
veVL

Como a etapa da busca local por Hill Climbing é depois da etapa
de ajuste de numeragao, a solugao S’ é a solugao corrente. Com N(S’),
forma-se um conjunto de vértices apropriados para a troca. A busca
local é aplicada no conjunto N (S”). Troca-se o rétulo do vértice critico
v com cada rétulo dos vértices u € Ng/(v) C N(S’) até que uma melhora
em relacdo a solucao corrente S” seja constatada. Com isso, gera-se a
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solucao S”.
Verifica-se se uma melhora ocorre quando um vértice critico deixa
de ser critico. Para isso, considera-se o valor critico

o) = { o)~ e i) 2 )
s 5@(GS”) - Bv(GS’), se Bv(GS”) > ﬂv(GS’) ’

em que S” é a solucao gerada pela troca do rétulo do vértice v. Se
I'g/(v) = 0, entdo, v é um vértice critico. Se I's/(v) > 0, entdo, a troca
do rétulo do vértice v aumentou S, (Gg~) em relagdo a largura de banda
Bu(Ggr). Consequentemente, isso aumenta a largura de banda, o que
nao se deseja.

Seja u € Ng/(v). Uma melhora em relacdo a solugao corrente é
constatada se FSH(U) < FSI(U), FSH(U) < FS’ (’U) e FSN(U) + FSH (’U) <
Ig(u) + L (v).

Mostra-se a etapa de busca local por Hill Climbing no algoritmo 12.
O algoritmo recebe um grafo Gg = (V, E) com numeragao S’.

Na estrutura de repeticao para cada das linhas 3 a 17, os vértices
criticos do grafo sao selecionados na linha 6. Em seguida, para cada
vértice critico v, sdo verificados os vértices u € Ngr(v) na estrutura de
repeticao nas linhas 7 a 14. Com isso, os rotulos dos vértices u e v saos
trocados, gerando a solugao candidata auxiliar S, na linha 8. Se a
solugdo candidata auxiliar Sg,, ¢ melhor que a solucao corrente (linha
9), entdo, a solugdo candidata S” é atualizada na linha 10.

O algoritmo para quando nao forem identificadas melhorias em re-
lagdo & solucao corrente S”. O algoritmo retorna a renumeragao S” na
linha 18.

Se em nenhuma iteragdo do algoritmo 12 a condi¢ao da linha 9 for
satisfeita, entdo, nenhuma melhoria em relacdo a solucao candidata S’
foi realizada. Com isso, o algoritmo retorna a numeracao S’, que foi
atribuida a numeragiao S” na linha 2.

4.2.3 Pseudocddigo da heuristica NCHC

A heuristica NCHC [86] é mostrada no algoritmo 13. O algoritmo re-
cebe o grafo G = (V, E), o nimero méximo de iteragoes i,,q, € 0 nimero
maximo de iteracoes NC,,q, para a etapa do ajuste de numeragao.

A estrutura de repetigdo para, mostrada nas linhas 3 a 10, é exe-
cutada i, vezes. Na linha 4, o algoritmo gera uma solucao inicial
S pela busca em largura, mostrada no algoritmo 2, na pagina 29 da
secdo 2.3, a partir de um vértice aleatério. Na estrutura de repeticao
para mostrada nas linhas 5 a 8, o algoritmo altera a numeragao S pelo
procedimento Node Centroid (algoritmo 11) NC\,,. vezes na linha 6.

Lim, Rodrigues e Xiao [86] constataram que aplicar a busca local na
metade das iteragdes, e ndo em todas, torna a heuristica mais rapida
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Algoritmo 12: HillClimbing.
Entrada: grafo Gg = (V, E) com renumeragao S';
Saida: renumeracao S”;

1 inicio
2 S S
3 repita
4 houveMelhora < falso;
5 para cada ( vértice v € V') faga
6 se (Igv(v) =0) entao
7 para cada ( vértice u € Ngrv(v) ) faca

// troca o rétulo de v pelo rdétulo de u

// e gera a solugdo auxiliar Sy
8 Sauz < TrocaRétulo(S", v, u);
9 se (((Fsy,, (u) < Tgr(u)) A (Ls,,, (v) <

Lo (0)) AT (0) #1500 (v)) < (Dgr(u) +Ts0(v)))

) entdo

// solugdo S” com a troca dos rdtulos
10 S" ¢+ Squz; // realizada na linha 8
// realiza a busca local enquanto houver

11 houveMelhora < verdadeiro; // melhorias
12 break 2; // vai para o teste da linha 17
13 fim-se;
14 fim-para-cada;
15 fim-se;
16 fim-para-cada;
17 até que (—houveMelhora) ;

// se a condigdo da linha 9 nio for satisfeita em
// nenhuma iteragdo, entdo, retorna S” =5’, pois
18 retorna S”; // nenhuma melhoria foi realizada

19 fim.

e proporciona solugoes satisfatérias. Com isso, os autores utilizam a
estrutura condicional da linha 7 para aplicar a busca local na metade
das iteragoes.

Se a solucao candidata S’ é melhor que a melhor solu¢do corrente
S*, entao, a solugao S* é atualizada na linha 9. O algoritmo retorna, na
linha 11, a renumeracdo S* com a menor largura de banda encontrada.

Gonzaga de Oliveira e Carvalho [55] constaram que o procedimento
Node Centroid depende fortemente do vértice inicial da busca em lar-
gura. Veja a linha 4 do algoritmo 13. Os autores mostraram que o
procedimento Node Centroid retorna um resultado diferente para cada
vértice inicial da busca em largura. Essa caracteristica é desejada para
que se tenha um novo resultado a cada iteragao do procedimento.
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Algoritmo 13: NCHC.

10
11
12

Entrada: grafo Gg = (V, E); ntimero maximo de iteragoes iy, da

heuristica NCHC; ntimero méaximo de iteragoes NCpaa
para a sub-rotina NodeCentroid;

Saida: nova solugao S*;

inicio
S* + S;
para (i< 1;4<imee; i+ i+1) faga
// solugdo inicial fornecida pela busca em largura
// (algoritmo 2), a partir de um vértice aleatério
S < NumeraBuscaEmLargura(G,VérticeAleatério(V));
para (j+ 1; j < NChaz; j < j+1) faga
// altera a numeragdo por Node Centrotid
S’ < NodeCentroid(S); // algoritmo 11
// HillClimbing (algoritmo 12) retorna a
// renumeragdo S”, que serd a nova solugio S’
se ( (j mod2)=1) entdao S’ < HillClimbing(S’);
fim-para;
se ( B(Gg+) > B(Gg) ) entao S* + 9';
fim-para;
retorna S*;
fim.

4.2.4 Meta-heuristica Iterated Local Search (ILS)

A heuristica NCHC segue os conceitos da meta-heuristica lterated Lo-
cal Search (ILS). Essa meta-heuristica pode ser vista como uma ge-
neralizacao e, consequentemente, fornecendo mais flexibilidade, que a
meta-heuristica VNS, apresentada na subsecao 4.3.1, na pagina 77.

Basicamente, um método heuristico projetado pela meta-heuristica

ILS conduz uma busca local pelo espaco de solugdes. Com uma busca
local especifica para o problema (procedimento Hill Climbing mostrado
no algoritmo 12 e aplicado na linha 7 do algoritmo 13), o método heu-
ristico contém quatro componentes principais:

1. gera uma solugao inicial adequada para o problema (pela busca

em largura a partir de um vértice aleatério mostrada na linha 4
do algoritmo 13),

. altera essa solugao (na linha 6 do algoritmo 13, pelo procedimento

Node Centroid mostrado no algoritmo 11) - etapa também cha-
mada de perturbagdo no contexto de meta-heuristicas,

. aplica uma busca local (na linha 7 do algoritmo 13, pelo procedi-

mento Hill Climbing mostrado no algoritmo 12) e
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4. utiliza um critério para decidir se a nova solucao encontrada é
mantida (na linha 9 do algoritmo 13).

4.2.5 Heuristica FNCHC

A heuristica Fast Node Centroid with Hill Climbing (FNCHC) [86] é
uma variac¢ao da heuristica NCHC [86]. Na heuristica FNCHC, os para-
metros foram definidos e ajustados de acordo com o tamanho da matriz
de entrada [86]. Com isso, uma redugao do custo computacional pode
ser alcancada em relacao a heuristica NCHC.

Para a heuristica FNCHC [86], os autores definiram, empiricamente,
valores adequados para o parametro A. O pardmetro A é explicado na
subsegdo 4.2.1, na pagina 71. De acordo com os autores [86], nas ins-
tancias testadas, os melhores resultados foram obtidos pela heuristica
FNCHC com A = 0,95, para a redugao de largura de banda em relacao
aos resultados obtidos com outros valores de A. Claramente, os melho-
res tempos de execugao foram obtidos pela heuristica FNCHC com A =
1 em relacao aos resultados obtidos com outros valores de A. Na heu-
ristica FNCHC [86], os autores utilizaram i,,q, = 25 € NClya, = 100.

4.2.6 Heuristica FNCHC+

A busca local Hill Climbing, mostrada no algoritmo 12, na pagina 74,
tem custo de execugao alto. Mesmo aplicando a busca local Hill Clim-
bing na metade das vezes em que o procedimento Node Centroid é
invocado (veja as linhas 5 a 8 no algoritmo 13), a heuristica FNCHC
apresenta tempo de execugao alto para ser aplicada, em tempos de exe-
cugao razoaveis, em matrizes de grande porte, isto é, em matrizes com
dimensao maior que um milhao [55].

Gonzaga de Oliveira e Carvalho [55] constaram que invocar a busca
local Hill Climbing a cada duas iteragoes, como ocorre na heuristica
FNCHC, nao gera ganhos reais na solu¢ao S*. A heuristica FN-
CHC+ invoca a busca local Hill Climbing somente quando uma nova
solugdo candidata S’ tem largura de banda similar a melhor solugao
S* corrente. Dessa forma, a heuristica FNCHC+ utiliza a condi¢ao
Bs/(G) — Bs+(G) < K, para k € Z, na linha 9 do algoritmo 13. Além
disso, em vez de utilizar valores predefinidos para i,,q, € NCjpae cOMoO
na heuristica FNCHC, a heuristica FNCHC+ permite atribuir valores
diferentes para esses parametros para diferentes matrizes.

Com essas modificacoes, a heuristica FNCHC+ superou a heuristica
FNCHC ao serem aplicadas a matrizes de grande porte. Consequente-
mente, a heuristica FNCHC+ é o algoritmo meta-heuristico no estado
da arte para redugao de largura de banda de matrizes de grande porte.
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Gonzaga de Oliveira e Carvalho [55] estabeleceram 1.200 segundos
como o limite de tempo de execucao para métodos heuristicos seri-
ais fornecerem uma solugao em matrizes com até 19 milhoes de vértices
(matriz mawi_201512012345) e 57 milhoes de arestas (matriz wh-edu).
Com isso, a heuristica FNCHC+ superou as demais heuristicas na qua-
lidade da solucao.

4.3 Heuristica com busca em vizinhanca variavel

Na heuristica Variable Neighbourhood Search for bandwidth reduction
(VNS-band), uma solugdo S é o conjunto dos rétulos dos vértices,
conforme descrito na definigdo 1.23, na secao 1.3, na pagina 10. Na
heuristica VNS-band, uma solu¢ao inicial dos rotulos dos vértices é
construida por uma busca em largura aleatéria, iniciando-se por um
vértice aleatorio. Os demais passos da meta-heuristica VNS, busca por
nova solugao candidata (etapa chamada de perturbacao no contexto de
meta-heuristicas), busca local e troca de vizinhanga, sao seguidos até
que o critério de parada seja satisfeito.

A meta-heuristica Variable Neighbourhood Search (VNS) é descrita
na subsecao 4.3.1. As etapas da heuristica VNS-band sdo descritas nas
subsecoes seguintes. Na subsecao 4.3.2, descreve-se o passo de iniciali-
zagao. A etapa de busca por nova solucao candidata (perturbacao) é
descrita na subsecao 4.3.3. A busca local é explicada na subsecao 4.3.4.
Descreve-se, na subsecao 4.3.5, a etapa da permutacao de vizinhanca.
Finalmente, na subsecao 4.3.6, explica-se a heuristica em detalhes.

Como mencionado na se¢ao 4.1, a heuristica VNS-band era o al-
goritmo meta-heuristico no estado da arte para matrizes com dimen-
soes até aproximadamente 1.000 até ser superada pela heuristica DRSA
[113], que é o atual algoritmo meta-heuristico no estado da arte para
matrizes desse porte. Apesar de ter sido superada na qualidade da so-
lucdo pela heuristica DRSA, a heuristica VNS-band apresenta custo de
execugao menor que a heurfstica DRSA [62].

4.3.1 Meta-heuristica VNS

A meta-heuristica Variable Neighbourhood Search (VNS) [93] é dividida
em quatro etapas: solucado inicial, busca por nova solugao candidata
(perturbagao), busca local e troca de vizinhanga.

Apos uma solucao inicial S, o raio k£ da vizinhanga da solugao ini-
cial S é inicializado com k,,;,. Alteragdes na solucao candidata S sdo
realizadas para tentar “escapar dos vales” do espaco de solugoes a que
os minimos locais se localizam. Na etapa de busca por nova solucao
candidata (perturbagao), uma solugao S’ é encontrada na vizinhanca
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Ni, . (S).

Como ocorre com outras meta-heuristicas, hd a tentativa de se alcan-
car um 6timo local por meio de busca local. Realiza-se uma exploracao
dentro do raio da vizinhanga corrente. Uma busca local ¢ aplicada na
solucao candidata S’ para encontrar uma solucdo candidata S”.

Na quarta etapa, verifica-se se a solu¢ao candidata S” é melhor que
a solugdo S corrente. Caso seja, a solucdo candidata S” passard a
ser a solucao corrente e k sera atualizado novamente para k,,;,. Caso
contrario, o raio da vizinhanga k é incrementado com um k;,.., que é
ajustado de acordo com o problema.

Esses passos sao repetidos até que um critério de parada seja sa-
tisfeito. Um ntmero maximo de iteragoes ou um tempo méaximo de
processamento sao exemplos de critério de parada.

Seja Cs o conjunto de solugoes possiveis para um determinado pro-
blema de otimizagao. A vizinhanga Ni(S), com S € Cyg, é o conjunto de
solugoes vizinhas a solugao candidata S, dentro do raio k. Inicia-se por
uma solugdao S e um método heuristico projetado pela meta-heuristica
VNS encontra, por meio de busca local, uma solugao S” € Ni(S). A
solugdao S corrente e a vizinhanga Ni(S) sdo trocadas pela solugao S”
e pela vizinhanga Ni(S”) se e, somente se, o custo da solugao S” é
melhor que o custo da solugao S. Caso a solu¢do S” ndo seja melhor
que a solugao S corrente, entdo, aumenta-se o raio de abrangéncia k de
Ni(S) e realiza-se uma nova busca.

Exemplifica-se, na figura 4.1, a busca por solugoes candidatas pela
meta-heuristica VNS dentro das estruturas de vizinhanga. Inicia-se
pela solugao candidata S e realiza-se a exploragdo da vizinhanca até o
raio k, encontrando-se a solugao Sy.

Neste exemplo, a solugdo S} nao apresentou melhoria em relacao a
solucao S corrente. Dessa forma, a solugao S continua como a solugao
corrente. Em seguida, aumenta-se o raio de Ny (S) para Nj;1(5). Com
isso, encontra-se a solugdo S5, que representa melhoria em relacgao a
solucdo S. Portanto, a solugdo candidata S5 passa a ser a solucdo
corrente. A busca, entdo, passa a ser na vizinhanga Ng(S5). Esses
passos sao repetidos até que um critério de parada seja satisfeito.

4.3.2 Inicializacao

A primeira etapa da heuristica VNS-band consiste em construir uma
solucdo inicial da numeragdo dos vértices de G = (V, E). A solucido
inicial dos rétulos dos vértices é construida por uma busca em largura
aleatoria, iniciando-se por um vértice aleatéorio. Com a busca em lar-
gura aleatéria, a heuristica gera uma estrutura de nivel enraizada £ (v)
em um vértice v aleatério. A renumeragao em cada nivel L;(v), para
1 <4 < {(v), é iniciada também por um vértice aleatério u € L;(v).
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Figura 4.1: Exemplo de busca nas estruturas de vizinhangas pela meta-
heuristica VNS. A busca é iniciada na solugdo inicial S. Em seguida, gera-
se a solucdo candidata S} dentro da vizinhanca Ni(S). E verificado se a
solugdo S7 é melhor que a solugdo S corrente. Como néo é, o raio de busca é
incrementado e é gerada a solugao S4. A solugao S4 é melhor que a solugao
S, entdo, S4 passa a ser a solugao corrente e o raio de busca volta a ser o
raio inicial k. Posteriormente, na vizinhanga N (S%), encontra-se a solugao
S4. Como SY é melhor que a solugao corrente SY, a solugao candidata S%
passa a ser a solugdo corrente. Realiza-se a busca na vizinhanga da solugao
S4 e é encontrada a solucao SY [56].

Quando todos os vértices do nivel L;(v) estiverem numerados, os
vértices do nivel L;,(v) sdo renumerados. Esse processo é repetido para
todos os niveis da estrutura de nivel enraizada .Z(v), até renumerar os
vértices do nivel Ly, (v).

A heuristica inicia por um vértice v aleatério. O vértice v recebe o
rétulo 1, ou seja, s(v) = 1, e constrdi-se a estrutura de nivel enraizada
Z(v). Os vértices sdo renumerados por nivel da estrutura de nivel
enraizada £ (v), iniciando-se por um vértice aleatério em cada nivel
L;(v), para 1 < i < {(v). Mladenovié¢ et al. [94] denominaram esse
procedimento de busca em largura aleatoria.

Para um nivel L;(v) com vértices u;, com j =1,...,|L;(v)], o pro-
cedimento escolhe aleatoriamente um indice j* € [1, |L;(v)|], para que
uj~ seja o primeiro vértice do nivel corrente ¢ a ser renumerado. Por
exemplo, caso o nivel da estrutura de nivel enraizada seja Li(v) e o
vértice u seja o primeiro vértice a ser renumerado, entao, u deve rece-
ber o rétulo 2, ou seja, s(u) < 2, porque o vértice v € Lo(v) recebeu o
identificador 1. Sao renumerados os demais vértices de L;(v) na ordem



80 Algoritmos meta-heuristicos para redugao de largura de banda

{Uj*,Uj*+1,Uj*+2, e 7UJ|Li(v)|,U17 ceey Ujr—q, SC j* 7é 1
Uy Uje 15 - - UL (0)] 5 sej =1

Repete-se esse passo para cada nivel L;(v) da estrutura de nivel
enraizada £ (v). Como a construcao da estrutura de nivel enraizada é
pela busca em largura, a complexidade desse procedimento é O(|V| +
|El).

Mostra-se a sub-rotina para a construcao da solugao inicial no algo-
ritmo 14. O algoritmo recebe um grafo G = (V, E) com a numeragao
original.

Algoritmo 14: Solucaolnicial.
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: solucdo inicial S;

1 inicio

2 | paracada (v e V) faga s(v) + 0;
3 v  VerticeAleatério(V'); // vértice aleatério de V

// quantidade de vértices no nivel corrente
i | e 13 /7 |Lo(w)| =1

// vértices na sequéncia em que s8o inseridos
5 Cc(je) < v; // no nivel corrente de .Z(v)
6 rotulo < 1; // identificador atribuido aos vértices
7 Jp < 0; // quantidade de vértices no préximo nivel
8 enquanto ( rotulo < |V|) faca
9 j* < InteiroAleatério(1, j.);
10 para (i+ 1;i<j;i<+i+1) faga
11 para cada ( vértice w € Adj(G,C.(5*)) ) faga
12 se ( s(w)=10) entao
13 Jp < Jp+1; // vértices na sequéncia
14 Cp(jp) <~ w; // em que s&o inseridos
15 fim-se;
16 fim-para-cada;
17 s(Ce(3%))  rotulo;
18 rotulo < rotulo + 1;
19 e+
20 se (j* > j.) entdo j*+1;
21 fim-para;

// o prdéximo nivel se torna o nivel corrente

22 para (i 1;i < jpii+1) faca C.(i)  Cp(3);
23 Je < Jp5
24 Jp < 0;
25 fim-enquanto;
26 retorna S;

27 fim.
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O procedimento inicializa todos os vértices do grafo como nao ro-
tulados na linha 2. O vértice inicial v ¢ inicializado com um vértice
aleatorio na linha 3.

A variavel j. é o numero de vértices no nivel corrente da estrutura
de nivel enraizada Z(v). Essa varidvel recebe 1 na linha 4 porque
| Lo(v)| = 1.

O vetor C, contém os vértices no nivel corrente da estrutura de nivel
Z(v). Por isso, na linha 5, o vértice v é inserido na entrada j. = 1 de
C,.. Os vértices ficam armazenados na sequéncia em que sao inseridos
em C..

A variavel rotulo é o identificador a ser atribuido aos vértices e é
inicializada com 1 na linha 6. A varidvel j, é a quantidade de vértices
no préximo nivel e ¢ inicializada com 0 na linha 7.

A estrutura de repetigdo enquanto externa, nas linhas 8 a 25, exe-
cuta enquanto todos os vértices nao tiverem sido rotulados. Os vértices
do nivel corrente da estrutura de nivel enraizada sao rotulados na es-
trutura de repeticao para, nas linhas 10 a 21, a partir de j* € [1,7.],
escolhido aleatoriamente na linha 9. Na estrutura de repeticao para
cada, nas linhas 11 a 16, os vértices adjacentes ao vértice contido na
entrada C.(j*), que ainda nao foram rotulados (linha 12), sdo inseridos
no proximo nivel a ser processado, na linha 14.

O vértice em C.(j*) ¢é rotulada na linha 17 e a varidvel
rotulo é incrementada na linha 18. O procedimento numera
os vértices do nivel corrente na sequéncia s(C.(j%)),s(C.(j* +
D),y 5(Ce(ie)), S(Co(1)), 5(Cl2), -, s(Colj* — 1)) s 5° £ 1 ou
(), 5(Cal* + 1), 5(Cee) s 5° = 1.

O procedimento faz com que varidvel j* indique o proximo vértice
de C. a ser rotulado nas linhas 19 e 20. O vetor C, recebe o préximo
nivel na linha 22 e j. recebe j, na linha 23. Finalmente, a solugao inicial
S é retornada na linha 26.

4.3.3 Busca por nova solucao candidata

A heuristica VNS-band realiza uma busca por nova solugao candidata
(etapa também chamada de perturbagio ou shake no contexto de meta-
heuristicas) ao trocar rétulos dos vértices, a partir de uma solugao (ou
numeragao) S e gera uma solucao S’ € Ni(S). Para o entendimento da
etapa de busca por nova solugao candidata (perturbagao), é necessério
compreender o conceito de diferenca (ou distdncia) entre solugoes can-
didatas. Distancia entre as solugoes candidatas, utilizada na etapa de
busca por nova solugao candidata (perturbagao), é mostrada na subse-
cao 4.3.3.1.

A etapa de busca por nova solucao candidata (perturbagao) é di-
vidida em trés procedimentos. O primeiro procedimento de busca por
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nova solugdo candidata, mostrado na subsecao 4.3.3.2, é um método
que seleciona previamente alguns vértices que possuem as maiores lar-
guras de banda e seus rétulos sao trocados. No segundo procedimento
de busca por nova solugao candidata, mostrado na subsecao 4.3.3.3, os
rotulos de alguns vértices sao rotacionados. O terceiro procedimento,
mostrado na subsegao 4.3.3.4 seleciona qual dos dois procedimentos
anteriores realizara a busca por nova solucao candidata.

4.3.3.1 Distancia entre as solugoes candidatas

A distancia k entre duas solugoes S e S’ é dada pelo ntimero de vértices
com rétulos diferentes entre S e S” e decrementa-se 1 dessa diferenca.
Uma solugao S’ pertence a vizinhanca Ni(S) se a solugao S’ difere de
S em k + 1 rétulos, ou seja, h(S,5") =k <= 5" € Ni(S), em que b é
a distdncia entre S e S’

A distancia h pode ser definida como uma distdncia de Hamming
[67]. Essa distancia é o ntmero de posicoes em que duas strings
de mesmo comprimento diferem entre si. A distancia h entre as so-

lugdes S e S" é definida por h(S,S") = (Z f(v)> — 1, em que
veV
Flv) = {1, se s(v) # §'(v)

0, caso contrario”

Como exemplo, considere uma solucao s(vy) = 1, s(v2) = 2, s(vs) =
3, s(v4) = 4 e outra solugao §'(vy) = 4, §'(v9) = 3, §'(v3) = 2, '(vg) = 1,
para V' = {vq,vq,v3,v4}. Portanto, h(S,S") = 3, porque as numeragdes
S e S’ diferem em todos os quatro vértices.

O ntimero de trocas na numeracao de S para resultar em S’ deve ser
menor ou igual a k. No exemplo, para se obter a numeracio S’, deve-se
realizar duas trocas de rétulos, os rétulos de v; com vy e os rétulos de
vy com vs.

4.3.3.2 Primeiro procedimento de busca por nova solugao candi-
data

O primeiro procedimento, inicialmente, seleciona um conjunto de vér-
tices Y C V com larguras de banda maiores que um valor 5, em que
Y ={v:B,(Gs) = p'} e |Y| > k, para que os rétulos dos vértices se-
jam trocados. Desse modo, sao selecionados os vértices com as maiores
larguras de banda.

Em seguida, sao selecionados um vértice aleatéorio u € Y e seu
vértice critico v. Um vértice critico v de u é um vértice adjacente a u
com a maior diferenga de numeragdo, ou seja, |s(u) — s(v)| = Bu(Gs)
(veja as defini¢oes 1.39 e 1.40, na pégina 16 da segao 1.3).
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O préximo passo é encontrar um vértice w, tal que sy (u) < s(w) <
Smax (W), €m que Spax(u) = max [s(u')] € $pin(u) = min [s(u)]. Isso
{u,u'}eFE {u,u'}eFE

significa que o rétulo do vértice w nao pode aumentar §,(Gg). Além
disso, é preciso analisar também as adjacéncias do vértice w de forma
que trocar o rétulo do vértice v com o rétulo do vértice w nao altere
Bu(Gs). Para isso, verifica-se max[|s(v) — Smin(W)], [Smax(w) — s(v)]].
Com isso, busca-se colocar v com um novo rétulo de forma que 3,(Gg)
seja 0 menor possivel.

Mostra-se a primeira sub-rotina de busca por nova solucao candi-
data no algoritmo 15. O algoritmo recebe o grafo Gg = (V, E) com
a numeracao S corrente, o raio k da vizinhanca da solucao corrente e
o limiar 8’. O valor ', passado para o algoritmo 15, é de forma que
Y| > k.

Na estrutura de repeticdo para nas linhas 4 a 27, sdo selecionados
o vértice u € Y aleatério na linha 5, o vértice critico v (nas linhas 6
a 13) de u e o vértice w (nas linhas 14 a 23) para trocar com v (nas
linhas 24 a 26). Repete-se esse processo k vezes. A sub-rotina retorna
a renumeracao S’ € Ni(S) na linha 28.

4.3.3.3 Segundo processo da busca por nova solugao candidata

Segundo Mladenovi¢ et al. [94], utilizar apenas o algoritmo 15 para
escapar de um minimo local nao ¢é suficiente em algumas situacoes.
Portanto, os autores utilizaram uma segunda sub-rotina para busca
por nova solucao candidata, baseada na rotacao de duas vizinhangas
[102].

Na sub-rotina de rotagao de vizinhangas, sdo trocados os rétulos de
todos os vértices que pertencem a um intervalo preestabelecido. Inicial-
mente, para delimitar o intervalo de troca, sao escolhidos dois indices b
e f com um terceiro indice m entre eles, ou seja, 1 <b < m < f < |V].
Sao trocados os rétulos dos vértices no intervalo [b, f], deslocando-os
m posicoes, ou seja, o rotulo de s71(b) passard a ocupar a posigao de

s7Hb+m), se b+m < f. Para um indice 7, em que i +m > f, o rétulo
de s71(i) serd deslocado para a posi¢ao de s~ (b+ |f — (i +m)]).

A sub-rotina de rotagdo é mostrada no algoritmo 16. O algoritmo
recebe um grafo Gg = (V, F) com numeragao S e o o raio k da vizi-
nhanga da solugao corrente.

Na estrutura de repeticado para nas linhas 3 a 12, primeiramente,
sao escolhidos aleatoriamente os indices b e f do intervalo de troca, nas
linhas 4 e 5. Os indices b e f sdo estabelecidos aleatoriamente, em que,
na fungao min, sdo utilizados os pardametros 20 e s (GS) . Esses parame-
tros foram sugeridos por Mladenovié¢ et al. [94], p01s gerou resultados
satisfatdorios nos testes realizados.
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Algoritmo 15: BuscaSolugaol.

[<2 3L S NV

10
11
12
13
14
15
16

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

Entrada: grafo Gg = (V, E) com numeracdo S; raio da vizinhanga k;
limiar 3';
Saida: renumeragao S’;
inicio
S+ S;
// retorna um conjunto de vértices com (3,(Gg) > 3,
// em que 3 & um limiar para que |Y]|>k
Y « SelecionaVerticesParaTroca(S, 3');
para (i< I;i<k;i<+i+1) faca
u 4— VérticeAleatoério(Y);
Pu ¢ —00;
// seleciona um vértice v, em que
|s(u) = s(v)| = Bu(Gs)
para cada ( vértice v’ € Adj(G,u) ) faca
Buv = |s(u) = s(")];
se ( Buy > By ) entao
Bu = Bunt;
v+
fim-se;
fim-para-cada;
menor <— —+0o00;
para cada (w' € V') faga
se ( Smin(u) < S(wl) < Smax(u) A
Smin(w) < S(U) < Smax(w) ) entao
maximo + max(|smax(w') — s(v)|, |$(v) = Smin(w)]);
se (maximo < menor ) entao
Menor <— Mmaximo;
w4 w';
fim-se;

fim-se;

fim-para-cada;

aux < s(v); // troca os rétulos dos vértices v e w
s(v) ¢ s(w);

s(w) « aux;

fim-para;
retorna 5’;

fim.

Na linha 7, estabelece-se m, também aleatério, no intervalo (b, f).

Na estrutura de repeticdo para nas linhas 8 a 11, realiza-se a rotacao
no intervalo [b, f]. A sub-rotina retorna a numeragdo S’ € Ni(S) na
linha 13.
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Algoritmo 16: BuscaSolugao2.
Entrada: grafo Gg = (V, E) com numeracdo S; raio da vizinhanga k;
Saida: renumeracao S';

1 inicio

2 S/« S

3 para (i+ I;i<k;i+i+1) faga

4 b + InteiroAleatério(1, |V]);

5 [« b+ InteiroAIeatério(?, min {207 @D,

6 se ( f>|V]) entao f + |V|;

7 m < InteiroAleatério(b + 1, f — 1);

8 para (j+ b; i< f;j« j+1) faga

9 se (j>b+m) entdo s'(s71(j)) « j —m;

10 sendo §' (s 1(j)) «—j+ f—-b—m+1;
11 fim-para;

12 fim-para;

13 retorna S’;

14 fim.

4.3.3.4 Escolha do processo da busca por nova solugao candidata

A sub-rotina de escolha utilizada para decidir qual sub-rotina de busca
por nova solugao candidata utilizar é mostrada no algoritmo 17. O
algoritmo recebe um grafo G¢ = (V, E') com numeragao S, o raio k da
vizinhanga da solucao corrente, o raio inicial k,,;,,, o fator de incremento
kiner para aumentar o raio de busca na vizinhanga, o raio maximo k.
e o limiar 3’

Algoritmo 17: BuscaSolugao.

Entrada: grafo Gg = (V, E) com numera¢io S; raio da vizinhanga k;
raio inicial kynin; fator ki,e de incremento de raio de busca
na vizinhanga; raio méximo k,,,.; limiar '

Saida: renumeragao S';

1 inicio
// algoritmo 15 ou 16
2 se (k <k, )entdo S’ <« BuscaSolugiol(Gg,k,);

3 sendo S’ < BuscaSolugio2 (Gs7 Lk;km‘"J);

iner
4 retorna S’;
5 fim.

O algoritmo 17 determina se serd utilizado o algoritmo de busca
por nova solucao candidata 15 ou 16. No algoritmo 17, o valor k], ¢
definido de acordo com a necessidade de alteracao na solugao candidata
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corrente para se “escapar de um vale” no espago de solugoes. Se k <
k! .., utiliza-se o algoritmo 15; caso contrario, utiliza-se o algoritmo 16.

Mladenovié et al. [94] verificaram que o valor &, quando passado
ao algoritmo 16, gerava alteragoes desnecessarias, pois necessita-se de
k= {H%J, em que kK, é o raio inicial para a busca na vizinhanca
e kiner € 0 fator de incremento do raio de busca de vizinhanga a cada
passo. Quando a busca “nao consegue escapar” de uma regiao proxima
a um minimo local, o raio da vizinhanga Ny (S) é incrementado pelo

fator ke, possibilitando encontrar novas solucoes.

4.3.4 Busca local

A busca local da heuristica VNS-band é baseada na busca local pro-
posta por Lim et al. [85]. Essa busca local é basicamente a mesma da
heuristica de Lim et al. [86] que é descrita na subsegdo 4.2.2. Segundo
Mladenovié¢ et al. [94], a busca local proposta por Lim, Rodrigues
e Xiao [85] apresentou resultados melhores na reduciao de largura de
banda do que a busca local original utilizada pela meta-heuristica VNS
[93].

Nesta etapa, um conjunto de vértices criticos do grafo é selecionado
para que seus rétulos sejam trocados. Um vértice v € V' é um vértice
critico de Gg = (V, E) se existe um vértice u € V adjacente a v, em que
{u,v} € E éuma aresta critica de Gg = (V, E). Uma aresta {u,v} € F
é critica se |s(u) — s(v)| = B(Gs). O conjunto E., conjunto de arestas
criticas de G = (V, E), é definido por E, = {{u,v} € E : |s(u)—s(v)| =
B(Gs)}. O conjunto de vértices criticos V. de Gg = (V, E) é todo vértice
de arestas de E.. (Veja também as defini¢des 1.39 e 1.40, na pagina 16,
na segao 1.3.)

Para a aplicagdo da busca local, é definida a vizinhanca reduzida
Ng(v) para a troca de rétulo do vértice critico v como Ng(v) = {u :
({u,v} € E.) |med(v) — s(u)] < |med(v) — s(v)|}, em que med(v) =

[zl | sp(u) = g [s(u)] @ sn(w) = min [s(e)],

como visto também na secao anterior. O conjunto de vértices para
a aplicacao da busca local, ou o conjunto de vizinhangas reduzidas
para a troca de numeragdo em relagdo a solugdo S, é definido como

N(S)= U Ng(v).
veV,
Como a etapa da busca local é depois da etapa de busca por nova

solugdo candidata (perturbagdo), a solugdo corrente é S’ neste passo.
Com N(5"), forma-se um conjunto de vértices apropriados para a troca.
A busca local é aplicada no conjunto N(S’). Troca-se a numeragao do
vértice critico v com cada numeragio dos vértices u € Ng/(v) C N(S)
até que uma melhora em relagao a solucao corrente S’ seja constatada.
Com isso, gera-se a solugao S”.
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4.3.5 Permutagao de vizinhanga

A etapa de permutagao de vizinhanca consiste em decidir sobre duas

questoes:

quando permutar ou nao permutar a solu¢ao corrente e qual

serd a préoxima vizinhanga. Para isso, muitas estratégias foram propos-
tas e Hansen e Mladenovié [69] apresentaram uma revisao.

1. Quando permutar (mover) ou ndo: para a primeira questao,
necessita-se saber qual critério utilizar para permutar a solucao
corrente e quando nao permutar. Na reducao de largura de banda,
sao utilizados trés critérios para permutar a solugao S corrente
para a solugao S”.

(a)

Verifica-se qual solugao possui a menor largura de banda. Se
B(Gs) > B(Ggr), entao, a solugao candidata S” passa a ser
a solucao corrente, ou seja, S + S”. Em caso contréario, S
continua como a solucao corrente.

Se B(Gs) = B(Ggr), entdo, avalia-se o nimero de vértices
criticos de cada solugdo. Se |V.(S)| > |V.(S")|, entdo, a so-
lucdo candidata S” passa a ser a solucdo corrente. Em caso
contrario, a solucdo candidata S continua como a solucao
corrente.

Se B(Gs) = B(Gsr) e |Vo(S)| = |Ve(S")], entdo, avalia-se a
diferenga (distancia) entre as solugoes S e S”. Troca-se a
solugao S pela solugao candidata S” se (.5, 5”) > t, em que
t ¢ um pardmetro constante que, segundo Mladenovi¢ et al.
[94], nos testes realizados, obteve-se resultados satisfatérios
para t = 10. Este terceiro critério baseia-se em uma variacao
da meta-heuristica VNS proposta por Hansen e Mladenovié
[68], em que se admite a permutacao da solugdo S corrente
por uma solugdo candidata S” com largura de banda maior,
se a solucao candidata S’ estiver relativamente distante da
solugao candidata S. Porém, para o problema de reducao de
largura de banda, se as solugoes candidatas S e S” possuirem
a mesma largura de banda e o mesmo nimero de vértices
criticos, permuta-se de S para a solucao candidata S” apenas

se h(S,5") > t.

2. Proxima vizinhanga: a segunda questao é descobrir qual serd a vi-
zinhanca no caso de haver permutacao da solugao corrente e como
alterar a vizinhanca corrente quando nao houver permutagao. Os
parametros Kpin, Kiner € kmae 880 utilizados para determinar se o
raio de busca na vizinhanga sera incrementado, se voltara ao raio
inicial ou se excedeu o limite.
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o O parametro k,,;, € o raio inicial para a busca na vizinhanca.
Se a solugao S corrente é trocada para a solugao S”, entao,
atualiza-se o raio da busca de Ni(S”) para k., ou seja,
utiliza-se Ny, . (S”). Um exemplo pode ser visto na figura
4.1, na pagina 79.

o O parametro ki, ¢ o incremento do raio de busca na vizi-
nhanga quando uma troca nao é realizada. Se apods a busca
por nova solugdo candidata (perturbagdo) e a busca local
nao houver melhorias em relagdo a solugdao S corrente, en-
tao, estabelece-se k < k + kjper. Com isso, se k < kpaz, 08
passos de busca sao repetidos, em que o pardmetro kpu. é 0
raio maximo em que ¢é realizada a busca.

Mostra-se a sub-rotina que verifica se havera ou nao a permutagao
da solugdo S corrente pela solucao candidata S” no algoritmo 18. A
sub-rotina recebe o grafo Gg = (V, E) com a solugao S corrente, a
solucao candidata S” e o fator de distancia entre solugoes candidatas
t = 10. O algoritmo retorna verdadeiro se é vidvel ou falso se nao é
vidvel realizar a permutacao da solugao S corrente pela solugao S”.

Algoritmo 18: T'roca.

Entrada: grafo Gg = (V, E) com numeraciao S; renumeragao S”;
fator de distancia entre solugoes candidatas t;
Saida: verdadeiro ou falso;
1 inicio
// permuta ou ndo a solugdo corrente
2 | retorna (3(Gs) > B(Gsn)) V (B(Gs) = B(Gr) A
[Ve(S)| > [Ve(S")]) v (B(Gs) = B(Gsr) A Ve(S)] = [Ve(S")] A
b(S, ") > );

3 fim.

4.3.6 Heuristica VNS-band

Nesta subsecao, apresenta-se a heuristica VNS-band completa. A heu-
ristica VNS-band é mostrada no algoritmo 19. Mladenovi¢ et al. [94]
utilizaram o tempo de execuc¢ao como critério de parada.

O algoritmo recebe o grafo G = (V, E), o raio inicial ky,, o fator
kiner de incremento do raio de busca na vizinhanga, o raio maximo
Kmaz, O raio pré-definido k!, .., o limiar §’, o fator de distancia entre
solugoes candidatas t e o tempo MAXIMO tpq,. Mladenovié et al. [94]
utilizaram, em todos os testes, os seguintes valores dos pardmetros:
kmin = kiner =5, k.. = 100, Kpae = 200, t =10 e ¢4, = 500s.

max
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Algoritmo 19: VNS-band.

(5]

© w0 N o

10
11

12
13

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

Entrada: grafo G = (V, E); raio inicial kyip; fator kiper de

incremento de raio de busca na vizinhancga; raio maximo
Emaz; raio pré-definido k7, ,.; limiar 8’; distancia entre
solugoes candidatas t; tempo maximo 445

Saida: renumeragao final S*;
inicio

// Bmin terd a menor largura de banda encontrada
,Bmin — +OO§

tini < TempoUCP();

// ntmero maximo de iteragdes utilizado na estrutura

Imaz {MJ, // de repetig8o nas linhas 10-21

repita
// solugdo candidata inicial a partir da numerag&o
S < Solugaolnicial(Gg,); // original: algoritmo 14
S <= BuscaLocal(S); // explicada na subsegio 4.3.4
S* S,
k<« kmin;
1< 1;
enquanto (i < iy, ) faga
// algoritmo 17
S’ + BuscaSolucao(Gg, k, kmin, Kiners Kiazs 5);
S" < BuscaLocal(S'); // veja a subsegdo 4.3.4
// algoritmo 18
se ( Troca(Gg,S",t) = verdadeiro ) entao
S« S"”;// aceita a solugdo candidata S”
k < kpin; // raio k retorna para ki,
i+ 1; // alteragdes realizadas imq; vezes
senao
k <k + kiner; // incrementa o raio de busca na
i 41+ 1; // vizinhanga, realizada i,,,, vezes
fim-se;
fim-enquanto;
e ( f(Gs) < Bmin ) entao
Brmin B(GS)z
S* <« S;// S* & a numeragdo final
fim-se;
tdec < TempoUCP();
até que (tdec — tini > tmaz) 5
retorna S*;

w

fim.
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Nas linhas 2 a 4, as variaveis B, tini € imae Sa0 inicializadas,
respectivamente. A varidvel (3,,;, terd a menor largura de banda encon-
trada. A varidvel t;,; é o tempo inicial e 7,,,, recebe LWJ

Na estrutura de repeticio enquanto externa, nas linhas 5 a 28, a
solucao inicial S é construida pelo algoritmo 14 na linha 6. Apds a
construcao da solugdo inicial S pelo algoritmo 14, aplica-se a busca
local nessa solucao na linha 7 e a o raio de vizinhanga k é inicializado
na linha 9.

Na estrutura de repeticdo para interna nas linhas 11 a 22, a rotina
aplica a altera¢do na solu¢do S corrente na linha 12. Assim, a solugao
candidata S” é gerada. Em seguida, a rotina aplica a busca local na
solugdo S’ gerando a solucao candidata S” na linha 13.

Ainda na estrutura de repeticdo para interna nas linhas 11 a 22,
a rotina verifica se havera troca da solugao S corrente pela solucao
candidata S” na estrutura condicional na linha 14 por meio da sub-
rotina Troca(), mostrada no algoritmo 18. Caso troque, a solugao
corrente passa a ser a solugdo candidata S” e atualiza-se o raio de
vizinhanga k para ki, nas linhas 15 e 16, respectivamente. Caso
contrario, incrementa-se o raio de vizinhanca k com o fator k;,. de
incremento de busca na vizinhanca na linha 19. Isso é realizado i;qs
vezes (veja a linha 20).

Na estrutura condicional nas linhas 23 a 26, a rotina verifica se a
largura de banda da solucao corrente S é menor do que a menor largura
de banda ja encontrada, armazenada em (,,;, (inicializada na linha 2
com +00). Caso seja, a rotina armazena a largura de banda em S,
na linha 24 e a numeracao correspondente em S* na linha 25.

A sub-rotina T'empoUC P na linha 27 retorna o tempo decorrido. O
algoritmo para quando o tempo de processamento excede o limite #,,q,
(linha 28). O algoritmo retorna a renumeracao S* do grafo na linha 29.

4.4 Heuristica DRSA

A heuristica Dual Representation Simulated Annealing (DRSA) foi pro-
jetada pela meta-heuristica recozimento simulado (Simulated Annea-
ling). A heuristica utiliza internamente duas representagdes do pro-
blema de redugao de largura de banda.

1. Para o grafo G = (V, E), a primeira representacao considera a
numeragao S, de forma consistente com a representagao utilizada
neste texto, em que s(v) retorna um ntmero natural no intervalo
[1,|V]], como o rétulo (ou identificador) do vértice v € V.

2. A segunda representacio interpreta a funcio inversa s~!(v) como
o vértice v € V identificado pelo ntimero natural no intervalo
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[, V.

Essas representacoes sao utilizadas em conjunto com uma fungao
de vizinhanga composta de trés operadores para alteracao (etapa de
perturbagao) da solugao candidata corrente. As representagoes foram
utilizadas dessa forma porque dois dos trés operadores operam sobre
a primeira representacdo e o terceiro operador opera sobre a segunda
representacao.

Esta secao esta dividida como descrito a seguir. Comenta-se a meta-
heuristica Simulated Annealing na subsecao 4.4.1. A estrutura da heu-
ristica DRSA é mostrada na subsecio 4.4.2. A funcao de vizinhanga
é abordada na subsecao 4.4.3. Finalmente, a fungao de avaliagao das
solucoes candidatas é apresentada na subsegao 4.4.4.

4.4.1 Meta-heuristica Simulated Annealing

A meta-heuristica Simulated Annealing é uma técnica probabilistica
para projetar métodos heuristicos que retornam solug¢oes aproximadas a
solugdo 6tima para problemas de otimizagao. A técnica é uma analogia
com recozimento em metalurgia, uma técnica que envolve o processo
de aquecimento e resfriamento controlado para alterar as propriedades
fisicas de um material, obtendo-se uma estrutura cristalina altamente
estavel.

O processo de aquecimento e resfriamento controlado para alterar
as propriedades fisicas de um material consiste em aumentar a tempe-
ratura de forma que o material derreta. Em seguida, a temperatura é
diminuida até que o material derretido alcance o seu estado de equi-
librio. Nesse estado, as particulas do metal estdao organizadas de tal
forma que a energia do sistema é minima.

4.4.2 Estrutura da heuristica DRSA

Os parametros para a simulagao de escalonamento de temperatura sao:
temperaturas inicial Tj e final T}, a taxa de resfriamento o € (0, 1)
e os tamanhos inicial L e final L; da cadeia de Markov. A tempera-
tura ¢ ¢é inicializada com Ty no inicio do processamento. Durante o
processamento, a temperatura ¢ reduzida com t = « -t até alcancar T}.

Para simular as mudancgas de estado no material, o algoritmo man-
tém um estado corrente x com energia E,. O préximo estado y, com
energia [, é obtida ao alterar o estado corrente z. Se £, < E,, entdo,
y se torna o novo estado corrente; caso contrario, o estado y é aceito
com probabilidade exp(f@). A meta-heuristica também requer o
parametro L, que é o tamanho da cadeia de Markov, que define o nu-
mero de alteragoes (movimentos ou perturbagoes) na solugao candidata
corrente realizadas com a mesma temperatura corrente t.
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Mostra-se a heuristica DRSA no algoritmo 20. O algoritmo recebe
o grafo Gg = (V, E) conexo, a temperatura inicial Ty = 1000, a tem-
peratura final 7y = 1077, a taxa de resfriamento a = 0,99, o tamanho
inicial da cadeia de Markov L = 40 e o tamanho final da cadeia de
Markov Ly = 10-|V|-|E].

Algoritmo 20: DRSA [113].
Entrada: grafo Gg = (V, E) conexo; temperatura inicial Tp;
temperatura final Tf; taxa de resfriamento a; tamanho
inicial da cadeia de Markov L; tamanho final da cadeia de

Markov L;
Saida: renumeracao final S*;
1 inicio
2 S < SolucaolnicialAleatéria(Gg);
3 S* S
4 | v eap (log(a) : %)
5 t < Ty; // temperatura inicial Tp
6 enquanto (t > 7Ty ) faca
7 para (i de 1 a L) faga
8 S' <« g(S); // algoritmo 21
9 se ( Aleatdrio(0,1) < exp (—M) ) entao
10 S+ S
11 se ( f(Gs) < f(Gg+) ) entdo S* <+ S;
12 fim-se;
13 fim-para;
// Se S*# S, entdo, n&o houve melhoria em S*
14 se ( S* # 5 ) entao
15 t«t-a;// a & a taxa de resfriamento
16 L+ L.~
17 fim-se;
18 fim-enquanto;
19 retorna S*;
20 fim.

Uma solugao inicial aleatoria S é dada na linha 2. A melhor solucao
S* encontrada ¢é inicializada com a solugao inicial S na linha 3.

Na linha 4, v > 1 é o fator de incremento do tamanho da cadeia de
Markov. Esse fator de incremento é estabelecido de forma que, quando
a temperatura ¢ alcance a temperatura final 7 na linha 15, o tamanho
da cadeia de Markov também alcance o tamanho final da cadeia de
Markov Ly, na linha 16.

O algoritmo 20 é baseado na estrutura de repetigdo enquanto, mos-
trada nas linhas 6 a 18. Essa estrutura de repeticao externa executa
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enquanto a temperatura corrente t nao alcanga a temperatura final
Ty. Basicamente, esse lago de repeticdo externo da heuristica DRSA
consiste de uma sequéncia de execugdes do algoritmo Metropolis [92],
com a mesma solugao inicial dada na linha 2 e com decremento lento e
progressivo da temperatura t.

A estrutura de repeticdo para interna, mostrada nas linhas 7 a 13,
executa L perturbagoes na solucao candidata corrente com a funcao
de vizinhanga g(x), na linha 8, que utiliza operadores especificos para
encontrar nova solu¢ao candidata S’ na vizinhanga da solugdo S. A
fungao de vizinhanca g(x) é mostrada no algoritmo 21. Se ndo ha
melhoria na solucao, avaliada pela funcao f(Gg) (descrita na subsecao
4.4.4, na pagina 94), na estrutura condicional nas linhas 9 a 12, entéo,
a temperatura ¢ é resfriada pela taxa «, na linha 15, e o tamanho da
cadeia de Markov L é aumentado pelo fator 7, na linha 16. A solugao
S* é retornada na linha 19.

4.4.3 Funcgao de vizinhanga

Mostra-se a fung¢ao de vizinhanca g(z) no algoritmo 21. A heuristica
DRSA utiliza a funcao de vizinhanga g para perturbar a solugao cor-
rente e obter uma nova solugao.

Algoritmo 21: g [113].
Entrada: numeracio S;
Saida: numeragio S’;

1 inicio

2 a <+ 0,6;

3 b+ 0,2;

4 p < Aleatério(0,1);

5 se (p<a) entdao S’ «+ REX(S);

6

7

8

9

sendo se( p<a-+b) entdo S < NEX(S);
sendo S’ «+ ROT(S);
retorna S’;

fim.

Como exemplo das representagoes utilizadas na heuristica DRSA,
considere o grafo mostrado na figura 1.1. Considere que a cada vértice
esteja associado um ntimero natural no intervalo [1,|V|] como sua po-
sicdo na forma mostrada nas primeira e segunda linhas da tabela 4.1.
Dessa forma, como exemplos, s71(9) =1, s71(2) =2, ..., s~ !(4) = 10.
A funcao de vizinhanga consiste de trés operadores de perturbacao,
descritos a seguir.

o O operador REX (Random Ezchance Operator) opera sobre a
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vértice [1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
sw) |9 2 6 1 7 5 3 8 10 4
REX |9 2 6 4 7 5 3 8 10 1
NEX |9 2 6 1 7 3 5 8 10 4
ROT |9 5 6 1 7 4 2 8 10 3

Tabela 4.1: Numeragao e rétulos do grafo mostrado na figura 1.1 antes e
apés execucoes dos operadores REX para os vértices 4 e 10, NEX para a
aresta {6,7} = {s71(5),s71(3)} e ROT com i =2 e j = 5.

representacio S~!. Esse operador seleciona aleatoriamente dois
vértices i e j e troca seus rotulos.

o O operador NEX (Neighbor Exchange Operator) também opera
sobre a representacio S~'. Este operador seleciona aleatoriamente
um vértice v € V e troca seu rétulo com o rétulo de um de seus
vértices adjacentes, também selecionado aleatoriamente.

o O operador ROT (Rotation Operator) [102] opera sobre a repre-
sentagao S. O operador seleciona dois rotulos i e j, com i < j. O
vértice com rétulo ¢ passa a ter rotulo j e os vértices com rétulos
de 1 4+ 1 a j tém seus rotulos decrementados de 1. Outra possibi-
lidade é o vértice com rétulo j passar a ter rétulo i e os vértices
com rétulos de ¢ a j — 1 terem seus rétulos incrementados de 1.

Considere exemplos de execugoes dos operadores no grafo mostrado
na figura 1.1. Como exemplo para o operador REX, suponha que
as escolhas aleatorias sejam os vértices 4 e 10. Como exemplo para
o operador NFE X, suponha que a escolha aleatéria seja o vértice 6,
com s(6) = 5 e, entdo, entre os vértices adjacentes ao vértice 6, seja
selecionado aleatoriamente o vértice 7, com s(7) = 3. Como exemplo
para o operador ROT, suponha que a escolha seja para os rétulos 2 e
5. Sdo mostradas as numeragoes resultantes na tabela 4.1.

4.4.4 Funcao de avaliagao das solugdes candidatas

A fungao de avaliagdo, utilizada na heuristica DRSA, é f(Gs) =
B(Gs) + 0(Gs), em que

%Ml(cs)
T*@(Gs) ]
v(2)

~+dn_2(Gs)
n— + dnfl(GS)
3(Gs) = ( 2)V<n — (4.4.1)




Heuristica DRSA 95

é a parte fraciondria, computada a partir do conjunto D(Gg), mostrado
a seguir. A inclusdo da parte fraciondria 0(Gg) permite discriminar me-
lhor as solugoes candidatas S do que somente utilizar a largura de banda
B(Gg). Dicriminar melhor as solugoes candidatas permite “escapar de
vales” no espago de solugoes.

Sejam o grafo ndo direcionado Gg = (V, E) com numeragao S, V =
{v1,v9,...,0,} € 0 conjunto D(Gg) = {do(Gs),d1(Gs),...,dn_1(Gs)},
composto de n = |V| elementos. O elemento d;(Gg) é o nimero de
arestas em que a diferenca absoluta entre os rétulos dos vértices da
aresta é4. O elemento d;(Gs) = fa,({v;, vk }), paraj =n,n—1,... i+1
ek=j—1, em que fo,({v;,v}) = (1): :2 gjj:;jg ; g

Considerando-se os elementos a esquerda da diagonal principal da
matriz de adjacéncias Ag do grafo ndo direcionado Gg = (V, E), d;(Ag)
é o numero de coeficientes nao nulos na i-ésima sub-diagonal a partir
da diagonal principal. Portanto, o elemento d;(As) = fa,(ajx), para
. . . 1, sea,
j=nn—1,...i+lek=j—1 em que faz(a) = 0: sg aj:ig e
() é a representacdo de nulo.

O elemento d;(Gg) avalia a existéncia de n —i arestas, assim como a
i-ésima sub-diagonal, a partir da diagonal principal, tem n — i entradas
na matriz de adjacéncias de um grafo, para i € [0,n — 1]. Portanto, o
elemento d;(Gg) pode ter n — i+ 1 valores: 0,1,...,n —i.

Seja o vetor V composto de n = |V| entradas vo,v1,...,Vp_1. A
entrada v; ¢ o ntimero de possibilidades que o elemento d;(Gs) pode
ter. Dessa forma, vy = n+ 1,v1 =n,...,v,—1 = 2. Assim, define-se
v:{0,1,...,n—1} = {n+1,n,...,2} como a bijegao v(i) = n+1—1,
para i € [0,n — 1].

Como exemplo, considere o grafo nao direcionado Gg = (V, E) com-
posto de V' = {vy,v9, 03,04} € E = {{v1,v3}, {v1, va}, {va, 04}, {03, 04} }.
Portanto:

o dy(Gg) = 0, pois o grafo ndo contém nenhum vértice conectado a
si proprio,
o di(Gg) =1, pois {vy,v3} € E e {vs,va},{va, 11} ¢ E,
o dy(Gg) =2, pois {vg, v1a}, {vs,v1} € E,
o d3(Gs) =1, pois {vy,v1} € E.
g+
—a
Assim, 0(Gg) = 3#“ = 0,875. Mostra-se a computacio da

parte fraciondria 0(Gg) na linha 3 do algoritmo 22, conforme mostrado
na equagao (4.4.1).
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Algoritmo 22: Mapeamento do vetor d(Gg) para um valor §(Gg) €
[0,1) normalizado [113].

Entrada: grafo Gg = (V, E) com numeracao S; vetor d(Gg);
Saida: ¢ € [0, 1);

1 inicio

2 0+ 0;

3 para (i+ 0;i < [3(Gg);i+i+1) faga § «

4 retorna 0;

0+di(Gs).
v(@)

5 fim.

Para evitar que a parte fraciondria 6(Gg) tenha valores muito pe-
quenos, 6(Gg) é computado até dgcg)(Gs), ignorando-se os termos
dscs)+1(Gs), - .., dn—1(Gg). O algoritmo 22 retorna ¢ na linha 4.

A equagdo (4.4.1) pode ser reescrita de forma recursiva como

do(Gs
{ e 50"((0):; )+du—1(Gs)
__ On—1 S n—1 S
5n(GS) - v(n—1)
Com essa recorréncia, o algoritmo 23 é uma versao recursiva do algo-
ritmo 22. O algoritmo 23 pode ser invocado com 0(Gyg,d,,n), para
n = |V|, ou §(Gs, dgcs)+1, B(Gs) + 1), para considerar apenas os ter-
mos até 3(Gg), como no algoritmo 22.

Algoritmo 23: §: versdo recursiva do algoritmo 22.

Entrada: grafo Gg = (V, E) com numeracao S; vetor d(Gg); inteiro

positivo n;
Saida: § € [0,1);
1 inicio
2 se (n=0) entdo retorna d[;((céf);
3 retorna 6(Gs’d";(27;7:)2)+d"71 ;
4 fim.

Como mencionado na se¢ao 4.1, a heuristica DRSA [113] é o atual
algoritmo meta-heuristico no estado da arte para matrizes com dimen-
soes até aproximadamente 1.000. Uma implementacao da heuristica
DRSA estd disponivel em https://github.com/Pigzaum/drsa_bmp.



Apéndice A

Exemplos de areas de
aplicacao

Exemplos de areas de aplicagdo do problema de reducao de largura
de banda de matrizes: analise numérica, dindmica de fluidos computa-
cional, problemas em eletromagnetismo, problemas em estatistica, na
simulagdo de circuito no dominio do tempo/frequéncia, na modelagem
dindmica e estatica de processos quimicos, criptografia, problemas em
magneto-hidrodinamica, sistemas de energia elétrica, quimica quantica,
mecénica quantica, mecénica estrutural (projeto e modelagem de edi-
ficios, navios, aeronaves, partes do corpo humano etc.), aerodindmica,
termodindmica, transferéncia de calor, reconstrugoes em ressonancia
magnética, vibroacistica, otimizacao linear e nao linear, portfélios fi-
nanceiros, simulacdo de processos de semicondutores, modelagem em
economia, modelagem de reservatérios de petroleo, astrofisica, propa-
gacdo de rachaduras, classificacao de paginas do Google, visdo com-
putacional 3D, posicionamento de torres de telefones celulares, tomo-
grafia, simulacdo de multicorpos, reducao de modelos, nanotecnologia,
radiacao acustica, teoria do funcional de densidade, atribuicdo qua-
drética, propriedades elasticas de cristais, processamento de linguagem
natural, eletroforese de DNA, cédlculo de autovalores, programacao li-
near, problemas de minimos quadrados lineares, problemas de sistemas
de controle, computacao grafica, aprendizado de méquina, sistemas de
transmissao de energia, geofisica etc.
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