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A estimada Soraia Diniz,
dedico estas notas



Mit einem entziindet sie ihr Haar

und dreht auf einmal mit gewagter Kunst

ihr ganzes Kleid in diese Feuersbrunst,

aus welcher sich, wie Schlangen die erschrecken,
die nackten Arme wach und klappernd strecken.

Com o olhar, a bailarina inflama a cabeleira

e, com arte ousada, de um s6 golpe distende o
seu vestido todo num rodopiar de incéndio

do qual, serpentes, em desnudez e susto vao
surgir os bracos despertos, num bater de maos.

Trecho do poema “Spanische tanzerin” (Bailarina
espanhola).
de R. M. Rilke.
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Prefacio

As notas apresentadas a seguir foram elaboradas para dar suporte
a um curso introdutorio de equacgoes de diferencas, através de aplica-
¢oes biologicas, tendo como ponto de partida os processos discretos, que
sao predominantes em sistemas da natureza. Neste sentido, foi feita a
opg¢ao para trabalhar os conceitos essenciais das equagoes de diferencas,
mais adequadas para a modelagem de processos discretos.

Como pré-requisito para um bom acompanhamento destas notas,
¢ interessante que leitores tenham conhecimento dos conceitos de fun-
¢oes e graficos, variagao média e instantanea de fungoes, especialmente
as fungoes polinomiais, exponencias e logaritmicas, bem como de ma-
trizes e operagoes com matrizes.

O texto foi elaborado de forma que sua leitura possa despertar
uma nova visao dos fenémenos que ocorrem na natureza, através do
olhar matematico, mas sem perder o foco do fenémeno que se deseja
estudar, ou seja, ao solucionar o problema matematico que se originou
de um fenoémeno real, é importante entender a solu¢ao do ponto de
vista da realidade, em termos de validade e aproximagao de resultados
reais.

Toda contribuicao para a melhoria do texto, bem como na abor-
dagem e inclusao de topicos que possam complementar estas notas, sera
sempre bem vinda e poderé ser encaminhada ao autor, que se coloca a
disposicao para a troca de informagoes e experiéncias.

Cuiaba, 27 de abril de 2024.

Geraldo Lucio Diniz
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Capitulo 1

Modelagem matematica e
equacoes de diferencas

1.1 Introdugao

A modelagem matemaéatica pode ser definida como a descrigao
através do ferramental matematico de um evento, processo ou elemento
do universo, seja ele ser vivo ou nao. Com a modelagem é possivel fazer
um estudo do objeto modelado, permitindo novas dedugoes, ou conclu-
soes, acerca de sua validade pela comparacao de resultados obtidos da
situagao real com aqueles fornecidos pelo modelo.

A concepgao do modelo, em geral, é feita a partir de simplificagoes
da situagao original para buscar elementos matematicos que possam
descrever ou pelo menos se aproximar da realidade sobre a qual se
deseja estudar.

Nenhum modelo deve ser proposto de forma fechada ou definitiva,
busca-se, através de melhorias ou adequagoes cada vez mais complexas,
aproximar da melhor maneira possivel o modelo e a realidade.

Qualquer modelo matemético tem sua utilidade enquanto nao é
refutado ou até que seja substituido por um mais adequado ou mais
realistico. Nem sempre, refutar um modelo é uma tarefa facil, mesmo
que ele esteja baseado em concepgoes erroneas. A percepcao de contra-
digoes intrinsecas do modelo pode levar muito tempo e, as vezes, nem
sempre é obtida.

1.1.1 Modelo do universo de Ptolomeu

Historicamente, um dos primeiros modelos que teve grande re-
percussao foi aquele proposto pelo matematico, gebdgrafo, astrologo e
o mais célebre astronomo da antiguidade, o grego Claudio Ptolomeu

1



2 Modelagem matemética e equacgoes de diferencas

(90-170 d.C.). Ptolomeu desenvolveu suas pesquisas na cidade de Ale-
xandria e sua grande obra, sem duvida alguma, foi o Almagesto, no
qual ele descreve um modelo para o universo.

Em seu modelo!, Ptolomeu pressupunha que a Terra era imével e
que o Sol se deslocava em circulos em torno dela, dando origem aos dias
e noites. Apesar de suas contradigdes, atualmente identificaveis, este
modelo foi tido como verdade absoluta por 14 séculos, principalmente
pela sua concepgao em termos da perfei¢ao da criagao divina, colocando
0 homem como centro do Universo.

Figura 1.1: Modelo geocéntrico, fonte: [18].

Este modelo, conhecido como geocéntrico, no qual a Terra é o
centro do universo, em torno do qual os astros orbitam em trajetoérias
circulares denominadas epiciclos (ver fig. 1.1), foi concebido no século
II d.C. e foi aceito por 14 séculos como verdadeiro, até que o astro-
nomo polonés Nicolau Copérnico (1473-1543), no século XVI, formulou
e apresentou a teoria do heliocentrismo? (ver fig. 1.2).

Mais tarde, a teoria heliocéntrica foi apoiada pelas descobertas de
Galileu Galilei (1564-1642), através de suas observagoes com o telesco-

!'Neste modelo, a Terra ocupa o centro do universo, em torno da qual os planetas e o
Sol orbitam.

2Neste modelo, o Sol ocupa o centro do universo, em torno do qual os planetas e estrelas
orbitam.
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pio refrator, com o qual pode observar as manchas solares, as monta-
nhas na lua, a fases de Vénus, os quatro satélites de Jupiter, os anéis
de Saturno e as estrelas da Via Lactea. Com isso, Galileu apresentava
a imperfeigao dos astros, o que resultou em sua persegui¢ao no periodo
da inquisicao.

Figura 1.2: Modelo heliocéntrico, fonte: [31].

Do ponto de vista cientifico, o0 modelo de Copérnico se consolidou
com o trabalho apresentado pelo astronomo, matematico e astrélogo
alemao Johannes Kepler (1571-1630), que formulou as trés leis fun-
damentais da mecancia celeste (conhecidas como leis de Kepler), com
base nas medigoes precisas do astronomo dinamarqués Tycho Brahe
(1546-1601), no qual as orbitas circulares sao substituidas por oérbitas
elipticas, com o Sol ocupando um dos focos. As ideias de Kepler e Ty-
cho Brahe tiveram graves consequéncias para eles, devido a persegui¢ao
da chamada “santa inquisi¢ao” promovida pela Igreja Catodlica naquele
periodo.

Mesmo no modelo proposto por Copérnico, o homem (maior cri-
acgao divina e integrante do sistema solar — conforme o pensamento
doutrinario da época) ocupa ainda o centro do Universo, o que atendia
em parte os interesses da Igreja Catolica.

1.1.2 Do problema real ao modelo matematico

A concepgao do modelo matematico, nem sempre é uma tarefa
facil, a grande dificuldade esta na identificacao das caracteristicas rele-
vantes da realidade, que devem ser consideradas e expressas no modelo
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a ser proposto.

Ao se deparar com a questdo fundamental que se procura apre-
ender da realidade é que se comeca a construir o modelo, a partir de
premissas que possam ser traduzidas para a linguagem matemaética que,
em ultima instancia, nada mais ¢ do que uma linguagem (ou ferramen-
tal) com a qual se pode abstrair (ou descrever) a realidade.

O processo de construcao do modelo é muito rico e quanto maior
a fertilidade de idéias e concepgoes, melhor serd a modelagem. Atu-
almente, este processo vem ocorrendo nas mais variadas areas do co-
nhecimento, de forma que quanto mais desenvolvida for a Matematica,
maior serd a gama de recursos para se descrever a realidade.

Neste sentido, uma aproximagao entre conhecimento e tecnologia
tem proporcionado avancgos significativos no processo de construgao do
conhecimento, chegando ao extremo de se tornarem cada vez mais in-
terdependentes. De modo que o progresso do conhecimento esta cada
vez mais atrelado ao progresso da tecnologia e vice-versa.

Nestas notas, serao apresentadas algumas atividades no sentido
de se construir alguns modelos matematicos, para descrever determi-
nados fenémenos observados na natureza e que deverao ser descritos
através de formulagoes matematicas a partir da realidade vivida e dos
conhecimentos disponiveis, de modo a se obter o modelo matematico
que corresponda a realidade, o mais proximo possivel.

1.2 Modelagem através de equagoes de diferencas
com aplicagoes

1.2.1 Conceitos basicos
Introducao

Para processos discretos no tempo, ou seja, que ocorrem em in-
tervalos regulares, tais como: uma vez ao dia, ou em ciclos mensais,
em que o estagio seguinte depende do estégio anterior, naturalmente
podem ser descritos matematicamente por equagoes de diferencas (ou
formulas de recorréncia), que estabelecem uma relagao entre os termos
de uma sucessao.

Utilizando a seguinte notagao para sucessoes

{‘Ln} = {:L'Q, Ty, Ty -+ }

tem-se o seguinte exemplo, com a notagao acima, para uma equagao de
diferencas na forma
T2 = Tpi1 + Tn (1.2.1)
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A equagao (1.2.1) descreve a formacgao de cada elemento, a par-
tir do terceiro, somando-se os dois antecedentes e conhecidos os dois
elementos iniciais.

Para o caso em que o = z; = 1, esta equagao de recorréncia
produz a denominada sequéncia (ou sucessao) de Fibonacci, proposta

pelo matemético italiano Leonardo de Pisa no século XIII, em sua obra
Liber abaci publicada em 1202 (cf. [14, pg.293]) dada por

{1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, - - - }

Esta sequéncia estd associada a algumas aplicagdes interessan-
tes desde a antiguidade, relacionadas ao nimero aureo (ou nimero de
ouro), tais como o retangulo aureo (ver fig. 1.3) utilizado para as di-
mensodes de faxada em algumas construgdes gregas.

Figura 1.3: Exemplo de retangulo dureo associado a sequéncia de Fibonacci,
fonte: o autor.

Figura 1.4: Espiral de Arquimedes, fonte: o autor.

Bem como a espiral de Arquimedes, construida através dos arcos
de quarto de circunferéncias inscritas nos sucessivos quadrados (con-
forme a figura 1.4), que aparece em fen6menos naturais, como por
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exemplo, nas linhas formadas pelas sementes na flor do girassol (ver
fig. 1.5) ou nas espirais do abalone® (figura 1.6).

Ao contrario do que se afirma como senso comum, é um equivoco
achar que os gregos usaram o numero de ouro na construgao do Par-
tenon em Atenas dedicado a Atena’ (a deusa grega da sabedoria, da
guerra e dos oficios, era a patrona da cidade de Atenas), foi construi-
do no século V a.C., de iniciativa do governante na época Péricles, foi
projetado pelos arquitetos Calicrates e Ictinos e decorado em sua maior
parte pela oficina do célebre escultor grego Fidias, em estilo cléassico, é
considerado um dos maiores monumentos culturais da humanidade [27]
(ver fig. 1.7).

O limite da razao entre dois termos consecutivos da sequéncia
Tn+1

de Fibonacci , quando n tende ao infinito, resulta na chamada

n
proporc¢ao aurca denotada® por ¢, sendo

¢ = ——— =~ 1.61803398875 - - -

Figura 1.5: Sementes de girassol, fonte: [6].

3Crustaceo comum nas aguas do Pacifico e no Golfo do México, cuja carne é apreciada
na Asia (ver fig. 1.8), sua concha é usada na fabricagio de joias e bijuterias.

10 termo Atena Parteno estd relacionado & sua virgindade [27].

5Em homenagem ao escultor grego Fideas.
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Figura 1.6: Foto de abalone, fonte: [1].

Figura 1.7: Vista do Partenon na Acropole de Atenas, fonte: [27].
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Figura 1.8: Sushi de abalone, fonte: [26].

E importante dizer que existem vérios equivocos ao incluir aplica-
¢oes do numero de ouro ou proporgoes dureas na natureza, arte, arqui-
tetura e anatomia, como na grande piramide de Quéops, ou nas obras
de muitos artistas, principalmente Leonardo da Vinci, assim como no
edificio do Secretariado das Nagoes Unidas em Nova lorque e também
achar que o corpo humano exibe proporgoes aureas [5].

Uma aplicagao envolvendo esta sequéncia serd apresentada mais
adiante.

Equagoes de diferengas lineares

Definigao 1.1 (Equagao de diferencas linear de 1 ordem). A forma
geral de uma equacao de diferencas linear, de primeira ordem, € dada
por

9Ty 1 + a1z, = ag (1.2.2)
em que a; sao coeficientes ou pardmetros da equag¢do e x; sao 0s termos
da sucessao.

No caso em que ag = 0, a equacdo é denominada homogénea. A
classificacao de primeira ordem se deve ao fato que a maior diferenca
entre a ordem dos termos da sucessao que aparecem na equagao € de
ordem 1.

Definigao 1.2 (Equacao de diferengas linear de 2* ordem). Para a
equacao de diferencas linear, de sequnda ordem, a forma geral é dada
por
a3Tp 1o + ATy i1 + 12, = ag (1.2.3)
Neste caso, a maior diferenca entre as ordens dos termos da su-
cessao € 2, pois (n+2-n = 2). Assim como no caso anterior — equagao
(1.2.2), quando ag = 0 a equagdo € dita homogénea.
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Definigao 1.3 (Equagao de diferengas linear de ordem m). Sucessiva-
mente, se define uma equacao de diferencas linear, de ordem m, como
sendo toda equacao da forma

Ui 1Tnim + AmTrgm_1 + ... + a1T, = ag (1.2.4)

No caso em que os pardmetros a; sio constantes (reais ou com-
plexos), a equacao recebe a classifica¢io adicional de equagoes de dife-
rengas lineares com coeficientes constantes.

Uma equagao de diferengas pode ser escrita de vérias formas equi-
valentes, por exemplo, na equagdo (1.2.4) ao substituir o indice n por
n — 1 se obtém uma equacao equivalente.

No entanto, em geral, as equagoes de diferengas sao escritas de
forma que o termo de ordem mais baixa na equagao seja x,, ou seja,
na forma apresentada pela equagao (1.2.4).

Definigao 1.4 (Solugao geral de uma equagao de diferengas). Dada
uma equacao de diferencas, se denomina solu¢ao geral de uma equagao
de diferencas a forma geral do termo de ordem n, que satisfaz a equacao
de diferencas.

A solucao geral de uma equagao de diferengas pode ser obtida
por algumas técnicas especificas, sem recorrer ao calculo de todos os n
termos antecedentes. Uma abordagem mais completa deste tema pode
ser encontrada em [15].

Se duas sucessoes {x,} e {y,} sdo solugdes, linearmente indepen-
dentes, de uma equacao de diferengas linear homogénea, entao qualquer
combinacao linear entre elas também é solugao da equagao homogénea
correspondente[15].

Desta forma, qualquer combinagao linear das solugoes linearmente
independentes de uma equacgao de diferengas linear homogénea, também
serd solugao desta mesma equagao, ou seja, as solugoes linearmente
independentes de uma equagao de diferengas linear homogénea definem
um sub-espaco vetorial®.

Nas segoes seguintes serao apresentadas algumas equagoes de di-
ferengas lineares, “construidas” a partir de problemas biologicos, bem
como a solugao para cada caso.

SConsulte um livro de Algebra Linear, para conhecer e aprofundar estes conceitos, como
por exemplo em [4].
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1.2.2 Divisao celular

O Modelo

1 - Divisao sincronizada da populagao de células;

Hipéteses: { 2 - Cada célula produz “a” células filhas (ver fig.1.9);

Definindo M, My, M3, --- , M, como sendo o nimero total de
células nas geragoes 1, 2, 3, ---, n; entdo, uma equagao simples que
relaciona duas geragoes sucessivas, por exemplo, para as geragoes n + 1
e n, pode ser escrita na forma

M1 = alMl, (a>0) (1.2.5)

Assim, qual seria o tamanho da populacao apds n geracoes?

Figura 1.9: Fases da divisao celular (mitose), fonte: [32].
Aplicando a equagao (1.2.5) recursivamente e supondo que inici-
almente existem M, células no meio ou cultura, se obtém
Ml = GMO = MQ = a]Wl = a[a]bfo] = aZMU =

Ms = aMsy = a(a*My) = a® My;
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dai

M, 1 = aM, = alaM, ] = a{alaM, o]} = - =a"™" My (1.2.6)

O resultado obtido em (1.2.6) pode ser facilmente demonstrado
por indugao em n.

Assim, para uma geragao n qualquer, o nimero de células (su-
pondo existirem M, células inicialmente) sera dado por:

M, = a"M, (1.2.7)

Demonstragao: Para demonstrar que (1.2.7) é solucao de (1.2.5), basta
substitui-la na equacao de diferencgas e verificar que ela satisfaz a equa-
¢ao (1.2.5), como se segue

M, =a" "My e M, = a"My = aM,, = aa"My = a""'My= M, ., =

A magnitude de “a” é que ira determinar se a populacdo aumenta
ou diminui nas geracoes sucessivas, da seguinte forma:

— Se a > 1, entdo M, aumenta nas geragoes sucessivas;
— Se a = 1, entao M, sera constante em todas as geragoes;

— Se 0 < a <1, entao M, decresce nas geragoes sucessivas.

Problemas

1. Suponha que numa cultura existam, inicialmente, 120 células e
que cada célula produz 2 filhas ao se dividir. Quantas células
existirao na décima geragao? E na vigésima?

2. Num processo de engenharia genética, usam-se duas células de
uma mesma geragao para se obter uma nova célula. Sabendo que
numa cultura experimental existam 2.024 células, quantas deverao
existir apds ser aplicado o procedimento 5 vezes sucessivamente?

1.2.3 Populagoes de insetos
Consideracgoes iniciais

— Insetos geralmente tém mais de um estagio de desenvolvimento
no seu ciclo de vida, desde o nascimento até atingir a maturidade.

— O ciclo completo pode ter semanas, meses ou até mesmo anos.
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E comum usar uma tnica geragao como unidade de tempo para
descrever um modelo de crescimento de populagoes de insetos.

— Alguns estagios podem ser descritos através de equacoes de dife-
rencas.

— Um sistema de equagoes pode ser condensado a uma tnica equagao
que combine os parametros que aparecem no sistema.

A aplicacao apresentada a seguir se baseia num exemplo apresen-
tado em [12].

Como exemplo, sera considerada a reproducdo de galhas” de um
afidio® do alamo®.

Figura 1.10: Exemplos de galhas — fonte: 33, 34].

Segundo Fernandes e Carneiro [16], galhas, cecidias ou tumores
vegetais sao tecidos ou 6rgaos de plantas formados por hiperplasia (au-
mento do namero de células) e/ou hipertrofia (aumento do tamanho
das células) induzidos por organismos parasitas ou patogenos (ver fig.
1.10). Entre os insetos herbivoros, os galhadores sdo provavelmente os
mais sofisticados, pois sdo capazes de controlar e redirecionar a planta
hospedeira em seu beneficio.

Hipoéteses:
De acordo com Whitham |36, apud [12]], esta espécie possui as
seguintes caracteristicas

1. A fémea adulta ovipoe nas folhas do &lamo, neste local ird se
desenvolver a galha;

"Sio estruturas que se originam em determinado 6rgao de uma planta através de hi-
pertrofia e hiperplasia (anatomia vegetal) de tecidos, inibigao do desenvolvimento ou mo-
dificagao citologica e/ou histoquimica em resposta ao ataque de organismos indutores que
podem ser virus, bactérias, fungos, nematodeos, acaros ou insetos denominados cecidoge-
nos [11]. Sao estruturas as vezes comparadas a tumores.

8Insetos também conhecidos como pulgdes de plantas.

9Espécie de olmeiro ou choupo da familia das salinaceas, planta nativa da América do
Norte.
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2. Toda prole de um tnico afidio esta contida em uma galha;
3. Uma fragao desta prole ird eclodir e sobrevivera como adulto;

4. A capacidade de producao de prole (fecundidade) e a sobrevi-
véncia até a reproducao dependem das condigoes ambientais, da
qualidade de sua alimentagao e do tamanho de sua populagao.

Os fatores apresentados no item 4, momentaneamente, serao ne-
gligenciados para se estudar um modelo simplificado, no qual todos os
parametros sao constantes.

Primeiro, sera definido:
— a, = o numero de fémeas adultas na geragao n;
— pp, = 0 niimero de prole na geragao n;
— 1 = a fracdo de mortalidade de afidios jovens;

— f = a fecundidade por fémea, isto é, o nimero de prole produzido
por cada fémea;

— r = razao de fémeas do total de afidios adultos.

Assim, a equagao que modela este caso pode ser formulada por

Pn+1 = fan (128)

em que a, ¢ o numero de fémeas na geragao prévia; f é o nimero de
prole por fémea de afidio e p,+1 é o nimero de prole na geragao n + 1.

Como do total desta prole, apenas a fragao (1 — i) sobrevive para

a fase adulta, apenas uma propor¢ao final r sera de fémeas. Dai, se
obtém

n1 =71 (1= 1) prta (1.2.9)

As equagbes (1.2.8) e (1.2.9) descrevem a populagao de afidios na
geracao n+1, em fungao do total de fémeas na geracao n. A combinacao
delas leva a

pp1 = fr(l—p)a, (1.2.10)

Para simplificacao do modelo, se sup0s que os parametros bidticos
f, 7 e pusejam constantes. Desta forma, a solugao'® da equacio (1.2.10)
que se obtém para uma geracao n qualquer é dada por

a, = [fr(1—pw)]"a (1.2.11)

1%Como no caso da divisao celular a solucao pode ser obtida por recursividade a partir
da populagao inicial ag.
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sendo ag o numero inicial de fémeas adultas.

Fazendo A\ = fr (1 — u), este coeficiente representa o nimero per
capita de fémeas adultas que cada mae produz, dai a solu¢ao pode ser
escrita na forma

an, = N'ag (1.2.12)

Problema

Sabe-se que uma fémea de cecidogeno produz em média 32 ovos
e que a razao sexual nesta populacao é igual a —. A mortalidade dos

jovens foi calculada em 75%. Se, inicialmente, existem 100 fémeas
adultas, descreva a populagdo de fémeas adultas nas geragoes n = 5, 8
e 100.

1.2.4 Procriagao de lebres

Este problema foi proposto e solucionado por Fibonacci em 1202.
Trata-se de uma aplicagao interessante da razao durea, que foi proposta
como exercicio em [12], apresentado como se segue.

Estabelecendo o problema

Suponha que um criador de lebres, estabeleca seu sistema de pro-
dugao, de modo que todo casal de lebres possa reproduzir-se somente
duas vezes, quando eles estao com 1 e 2 meses de idade (ver fig. 1.11).

Além disso, suponha que cada casal produza exatamente um novo
casal de lebres a cada reprodugao e que todos sobrevivam para se re-
produzir por duas vezes.

Figura 1.11: Diagrama para a procriagao de lebres, fonte: [12, pg.32].

Assim, quantos casais o criador tera na geracao n?
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Definigoes

Para obter o modelo matematico que representa este problema,
se define as seguintes varidveis:

- R% = namero de casais nascidos na geracao n;

— R! = ntimero de casais com 1 més de idade na geragao n;

— R2 = ntimero de casais com 2 meses de idade na geracio n.

Considerando as variaveis acima e que o numero de casais que
nascera na geracao n + 1, serd gerado pelos casais com 1 més e 2 meses,
na geragao n, lembrando que cada casal produz apenas um novo casal.
Assim, se obtém a seguinte equacao

Ry =Ry + Ry (1.2.13)

Como cada casal com 1 més de idade na geragao n 4+ 1 nasceu na
geragao anterior, ou seja,
Ry, =R (1.2.14)

e cada casal com 2 meses de idade na geracao n + 1 nasceu na segunda
geragao anterior, isto €,

R, =R, (1.2.15)

Dai, levando (1.2.14) e (1.2.15) em (1.2.13) se chega a equagao
que modela o problema, dada por

R)., =R+ R)_, (1.2.16)

que é uma equacao de diferencas de segunda ordem, linear e homogénea,
que pode ser reescrita conforme apresentado na se¢ao 1.2.1 (ver pagina
8), pela equagao (1.2.17)

R?H-Q - R?H-l - R(T)L =0 (1.2.17)

A solugao deste tipo de equacgao sera tratado na segao 1.2.5, adi-
ante.

Problema

Supondo que o criador comece sua produgao com apenas um casal
que acabou de nascer. Dai, usando a forma recursiva dada pela equa-
¢ao (1.2.17), calcule a quantidade de casais que nascerao na quinta e
na décima geragoes, ou seja, encontrar o quinto e o décimo termo da
sequéncia de Fibonacci.
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1.2.5 Solugao da equagao de segunda ordem

Para se obter a solugao geral da equagao (1.2.17), semelhante ao
caso da solugao (eq. 1.2.7) obtida para a equagao de diferengas de 1¢
ordem (1.2.5), utilizada para modelar o crescimento celular, considere
RY = A" K, em que K é o ntimero inicial de casais de lebres.

Desta forma, se R) = A" K é solugao de (1.2.17), entdo ela deve
satisfazer esta equagao. Dai, levando em (1.2.17), vem

N - A"HK A K =0 (1.2.18)
Agora, fatorando a equagao (1.2.18) para A" K, se obtém
AN = A—DI\N"K =0

Como por hipotese K # 0, uma vez que se tem ao menos um
casal, entdao necessariamente se tem que A = 0, daf RY = 0Vn € N
(solugao trivial), ou entao

M—-A-1=0 (1.2.19)

que é uma equagao algébrica do 2° grau em \ e se resolve aplicando a
formula para resolucio da equacao de 2° grau'l.
Logo, de (1.2.19) se tem que

- —(=1) £ /(1> —4(1)(-1) 1++5
12 = 5

(1) =>A172=7$

2
1—\/5 1+\/5
=—5 ou )\2:72

Neste caso, lembrando que se \; e Ay sdo solugdes, linearmente
independentes, para o problema dado pela equagao (1.2.17), entdo uma
combinagao linear com A\; e Ay obtidos em (1.2.20) também é solugao
do problema, ou seja,

A (1.2.20)

1-v5)" 145\

R =K, — | K 5 (1.2.21)

HEquivocadamente, muitos livros de ensino fundamental e médio, no Brasil, ddo o nome
de féormula de Bhaskara para a formula de resolu¢ao da equagao de 2° grau. No entanto,
apesar da grande obra deixada pelo matematico indiano Bhaskara, que viveu no século
XII, este método de resolugao da equagao quadratica ja era conhecido pelos babilonios
(4.000 a.C.), apresentada na forma de prosa, ao invés de férmula, assim como nos textos
de Bhaskara. A resolugao de equagoes algébricas por formula s6 apareceu no final do século
XVI, através do matemético francés Viete [14, 19].
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Dai, considerando as hipéteses do problema, que inicialmente se
tem um casal e que este casal se acasalara produzindo apenas um novo
casal, ou seja, R} = R} = 1, de (1.2.21) se obtém o sistema linear

Ki+K, =1
1—2\/5K1+1+2\/5K2 =
Ki+K, =1
{ %{K1+K2+(K2_Kl)\/g} — 1 (1.2.22)

Da primeira equagao do sistema (1.2.22), fazendo K; =1 — Ks e
levando na segunda equagao, se chega a

1
5 {1—K2+K2+[K2—(1—K2)]\/5} — 1= K- (1-K)V5=1=
1+v5 545
dai,
54++5 5—45
! 0 ™MT 1o

Portanto, a solugao do problema dado pela equagao (1.2.17), se
torna

(1.2.23)

RO:5—\/5<1—\/5> +5+\/5<1+\/5>

" 10 2 10 2

Observagoes finais

1. Apesar da aparéncia, a solu¢do apresentada em (1.2.23) gera a
conhecida sequéncia de Fibonacci, ou seja, paran =0, 1, 2, 3, - -+
se tem RO ={1,1,2,3,5, - }.

1+5

2. O valor de \y = 5 ¢ também conhecido como nimero de

ouro (¢), assim como proporgao aurea ou a divina propor¢ao, que

: . . . 1 .
tem uma propriedade interessante, pois seu inverso E satisfaz

a seguinte relacao: p = ¢ — 1 (verifique!).
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1.2.6 Propagacao anual de plantas
Informagoes iniciais

Algumas plantas produzem sementes todo ano no final do verao
(final da cheia). A floragao desaparece, deixando a prole numa dor-
méncia, na forma de sementes. Apds o final da seca uma fragao destas
sementes ird4 germinar.

No entanto, algumas sementes podem ficar dormentes por um
ano ou mais até germinar, enquanto outras poderao sucumbir devido a
predagao, doenga ou condi¢oes ambientais adversas (calor, frio, incén-
dio, etc.). Contudo, boa parte das plantas de cada espécie podera ser
renovada ano a ano.

Para formular um modelo que descreva a propagagao anual de
plantas existe um complicador, que é o fato das plantas produzirem
anualmente sementes que poderao estar dormentes por alguns anos an-
tes da germinagao.

Neste caso, nao se pode perder de vista, tanto a populacao de
plantas quanto a reserva de sementes de vérias idades no banco de
sementes.

Estabelecendo o problema

Conforme apresentado em [13], as plantas produzem sementes no
final de sua estagdo de crescimento (final do verdo) apos o qual elas
morrem. Uma fragdo destas sementes sobrevivem ao inverno (seca), e
destas, algumas germinarao no inicio de sua estagao (comego das chu-
vas), produzindo uma nova geragao de plantas. A fragao que germinou
depende da idade das sementes.

Definigoes e hipodteses
Parametros:
~ — numero de sementes produzidas por planta;
«a — fracao de sementes de 1 ano que germinarao;
[ — fracao de sementes de 2 anos que germinarao;

o — fracao de sementes que sobrevivem a cada inverno.

Na defini¢ao das variaveis, se deve notar que o banco de sementes
ird mudar algumas vezes durante o ano devido a:

I — germinacao de algumas sementes;
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IT — produgao de novas sementes;

IIT — envelhecimento de sementes e mortalidade.

Diagrama do processo

Para simplificar o problema se supoe que sementes com mais de
dois anos nao sejam mais viaveis e podem ser ignoradas.

Figura 1.12: Diagrama da propagacao anual de plantas, fonte: [13].

Com base no diagrama (ver fig. 1.12), sao definidas as seguintes
variaveis:
P, = ntmero de plantas na geragao n;
SO

" — numero de sementes novas produzidas;

S1 = ntimero de sementes de 1 ano antes da germinacao;
52 — ntmero de sementes de 2 anos antes da germinacio;
= numero de sementes de 1 ano apds a germinagao;

= numero de sementes de 2 anos ap6s a germinagao.

As equagoes

P, = aS} + 52 (1.2.24)
Sl=(1-a)S} (1.2.25)

52 =(1-p5)s?

n n

(1.2.26)
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S =~P, (1.2.27)
St =050 (1.2.28)
S2., =08} (1.2.29)

n+l = n ce

Agrupando as equagoes

Levando (1.2.27) em (1.2.28) se tem que

S =0(vP) (1.2.30)

Da mesma forma, substituindo (1.2.25) em (1.2.29), vem

S2i=o0(l—a)sS} (1.2.31)

Dai, a equagao (1.2.24) na geragao n + 1, pode ser reescrita como

Poi1=aS,  + 8BS, (1.2.32)

Agora, levando (1.2.30) e (1.2.31) em (1.2.32), junto com a equa-
¢ao (1.2.30) na equagao (1.2.28) se obtém o seguinte sistema de equagoes
de diferencas

Poyn = ao(yP,) + Bo(l—a)S! (1.2.33)
S = o(yP,.1) (1.2.34)

Finalmente, levando (1.2.34) em (1.2.33), se obtém
Prot = a0(vPy) + B%(1 — a)y Py (1.235)

Assim, o total de plantas na geragao n + 1 é dado em fungao do
total de plantas nas geracoes n e n— 1, ou seja, o total de plantas numa
geragao depende do total de plantas nas duas geracoes imediatamente
anteriores.

A solugao geral para a equagao (1.2.35) serd obtida na se¢ao 1.2.7,
adiante.
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Problemas

1. No modelo de propagagao anual de plantas se chegou a uma tnica
equagao para as plantas (1.2.35). Mostre que ele também pode
ser escrito numa tinica equagdo para as sementes (S?).

2. Suponha que um agricultor comece seu cultivo com a seguinte
condicao: Py = P; = 1.000 plantas, descreva as variagoes na
populacao de plantas até 10 geragoes sucessivas, com base nos
seguintes dados:

(a) a=0.5; 8=0.25; v=2.0; 0 =0.8;

(b) @« =0.6; 5 =0.30; v =2.0;, 0 =0.8;

(¢) Que conclusoes vocé chega ao comparar os resultados dos dois
itens acima e como vocé explica tais comportamentos?

1.2.7 Solugao da equagao para a propagacgao de plantas

O procedimento para se obter a solugao geral da equagao (1.2.35)
¢é analago ao que se fez para obter a solugao geral da equagao (1.2.17)
— ver pg.15, uma vez que ambas sdo equacgoes de diferengas de segunda
ordem, lineares com coeficientes constantes e homogéneas.

Assim, supondo P, = A" I, sendo P, a populagao inicial de plan-
tas, levando na equagao (1.2.35), se tem

NPy = ac(yA" Py) + B (1 — a)y A"t B,
que equivale a
N2 Py = ac(yA"T By) + Bo*(1 — a)y\" By (1.2.36)
Para simplificar a simbologia que aparece na equagao (1.2.36),
considere b = acy e ¢ = $0?(1 — a)y. Assim, a equagdo (1.2.36) pode
ser reescrita na forma

)\n+2P0:b)\n+1P0+C)\nPO

ou, ainda,
N2 P AT Py — e A" Py =0 (1.2.37)

Agora, fatorando a equagao (1.2.37) para A" Py, vem

NPy (A =bXA=c)=0 (1.2.38)

Neste caso, em (1.2.38) se tem Py =0 ou \" =0 <= A =0.



22 Modelagem matemética e equacgoes de diferencas

Dai, em ambos os casos se tem P, = 0Vn € N (solugao trivial),
ou ainda

M —b\—c=0 (1.2.39)
que é uma equagao de segundo grau em .

Entao, aplicando a formula de resolugao da equacao quadratica
para (1.2.39), vem

-(=b) = \/(=0)* — — b—Vb*+4dc

Ao = (=b) £ /(=b)? — 4(1)(—¢) L=
1,2 2(1) L b T
2 = 5

Para que Ay e Ay assumam valores reais, é necessario que
b +4c >0

Como, b = aoy e ¢ = fo?(1 — a)y, daf vem
Mo =20 (1= vI+9),

sendo

5= U0 45 (1 - 1) (1.2.40)
ya ya \ @

logo, as raizes serao reais e distintas se, e 86 se, 6 > —1
Neste caso, em (1.2.40) se obtém uma relacdo para ¢ envolvendo
4 1
os parametros bioticos que seré satisfeita desde que —ﬁ < — 1) > —1,
Yo\ «

ou seja,
2

48 < e

, com «a # 1.
a—1

1.2.8 Autovalores e equagao caracteristica

Para equacgoes de diferencas de segunda ordem, linear com coe-
ficientes constantes, como as que foram apresentadas na duas segoes
anteriores, foi usado um mesmo método para encontrar as solugoes das
equagoes (1.2.17) e (1.2.35).

Dai, a necessidade de apresentar alguns conceitos gerais usados
na solucao de equagoes de diferengas, semelhante ao que é feito para
as equacoes diferenciais e sistemas de equagoes diferenciais lineares,
tanto para as de diferencas quanto para as diferenciais de ordem 2 ou
superior.
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Definigao 1.5 (Equacao caracteristica). Dada uma equagao de dife-
rengas na forma da equagao (1.2.4) — ver pg.9, se denomina equagao
caracteristica associada a equagdo homogénea (1.2.4), a equagio ob-
tida em X, ao adotar uma solugao geral dada por K\ em (1.2.4), apds
a fatoracao e cancelamento do fator comum KM\, ou seja, a equagdo
homogénea equivalente a (1.2.4) em X\, dada por

A A™ + A N+ g =0 (1.2.41)

Definigao 1.6 (Autovalores da equagao caracteristica). As raizes da
equagao caracteristica (1.2.41) sao denominadas autovalores desta equa-
¢ao.

Assim, a solugao geral da equacao de diferencas homogénea é com-
posta pela combinagao linear dos autovalores (linearmente independen-
tes) de sua equagao caracteristica associada (principio de superposi¢ao
linear), ou seja, se x, ¢ solugao de

1 Tpim + @Tpim—1 + ... + Gpp12, = 0,
entao, z, ¢ dada por
Ty = IGAT + KA + - -+ K\ (1.2.42)
quando se tem m raizes distintas para a equagao caracteristica.

Observando a solugao x, apresentada em (1.2.42) se conclui que
as propriedades dos autovalores ); determinam de maneira tinica o com-
portamento da solugao x,.

Com relagao aos autovalores associados a equagao caracteristica
(1.2.41), cabe ressaltar que eles podem ser reais ou complexos e distintos
ou com multiplicidade, estes casos serao tratados na secoes 1.3 e 1.4,
no estudo de sistemas de equacoes de diferencas.

1.2.9 Equagoes de diferengas nao homogéneas

Em alguns problemas de dindmica populacional envolvendo a mo-
delagem por equagoes de diferengas, se chega a um tipo de equacgao, cuja
solugao envolve um tratamento especial. E o que sera tratado nesta se-
Gao.

Defini¢do 1.7 (Equagao de diferengas linear ndo homogénea). Uma
equacao de diferencas linear de ordem m € dita nao homogénea, se a
equacao € da forma

AmTotm + G 1Tpim-1 + .. + @12, +ag = f (1.2.43)

no caso em que f é uma constante nao nula, ou f é uma funcao de n.



24 Modelagem matemética e equacgoes de diferencas

Para se obter a solugao geral da equagao (1.2.43), um procedi-
mento mais simples é, primeiramente, obter a solucao x; da equagao
homogénea associada a (1.2.43), ou seja, considerando f = 0 se obtém
a solucao desta equagao.

Em seguida, se deve obter uma solucao particular z, para a equa-
¢ao nao homogénea, semelhante ao que se faz para as equagoes diferen-
ciais. Dai, a solugao geral x, ¢ dada pela soma destas duas solugoes
(principio de superposi¢ao), ou seja,

Ty =2Tp+ Tp
Como exemplo, considere a equacao dada por

Ynt2 + Ynt1 — 2Yn =3 (1.2.44)

com condigao inicial dada por
Yo=2, yn=0
A equagao homogeénea associada a equagao (1.2.44) é
Yn+2 T Ynt+1 — 2yn = 0, (1.2.45)

cuja equagao caracteristica ¢ dada por

N 4A—2=0

Dai, calculando os autovalores desta equagao caracteristica pela
formula de resolucao da equagao quadrética, se obtém

143
“1+/1+8 A= =
Mp=—"7(0—— = —1-3
Ay = = =2
2

Assim, a solugdo da equagao homogénea (1.2.45) ¢ dada por

yh — 1n + (_2)7L — 1 + (_2)7L

Uma solugao particular da equagao nao homogeénea (1.2.44) é

Yo =n  (verifique!)

Por fim, a solugao geral da equagao (1.2.45) ¢ dada por

yg:yh+yp:y(n):1+(72)7L+n
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cujo grafico se encontra na figura 1.13.

Figura 1.13: Grafico da solugdo y(n) obtida para a equagao (1.2.44), fonte:
o autor.

O grafico da figura 1.13 foi obtido conforme os dados que se en-
contram na tabela 1.1, a seguir.

Tabela 1.1: Sequéncia y(n) da solugao de (1.2.44), com n = {0, 1, ---, 10},
fonte: o autor.

ni|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yn |2 0 7 -4 21 -26 71 -120 265 -502 1035

Existe outro método para solucionar equagoes de diferencas nao
homogéneas, usando a transformada z semelhante a transformada de
Laplace para equacoes diferenciais. No entanto, o uso deste ferramen-
tal exige um conhecimento matematico mais aprofundado que foge ao
escopo da proposta destas notas. Para quem se interesse em conhecer
em detalhes este método, podera consultar [15].
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Problemas

1. Verifique que a sequéncia apresentada na tabela 1.1 satisfaz a
equagao (1.2.44).

2. Populagao de baleias — Admita que a populacao atual de ba-
leias no mundo, para uma determinada espécie, é de 1000 indivi-
duos e que a cada ano o aumento natural da populagao é de 25%
(crescimento vegetativo = nascimentos — mortes naturais).

Suponha que o ntumero de baleias abatidas pelos pescadores a cada
ano ¢ de 300 individuos e que esta tendéncia vai se manter nos
proximos anos. Obtenha a equacao de diferencas que modela a
populacao P, (sendo n o ntimero de anos a partir do ano atual).

1.3 Aplicagoes de sistemas de equagoes de diferen-
cas

1.3.1 Propagacgao de plantas via sistema de equagoes de di-
ferencgas

No problema de propagagao anual de plantas, apresentado na se-
¢ao 1.2.6, se chegou a uma equagao de diferencas de segunda ordem.

Entretanto, este problema também poderia ser levado a um sis-
tema de equagdes de diferengas de primeira ordem, envolvendo o nu-
mero de plantas e o total de sementes de um ano, da seguinte forma

1

Por1 = aoyp, + fo(l—a)s,
Sn+1 = O-’an

que pode ser escrito na forma matricial por

(i?j ) _ ( (20;/ 50(10— a) ) (1;11 ) (1.3.46)

Para simplificar a notagao, fazendo a1, = aovy, ay;p = fo(l—a),
a9 = 07y € agy =0, , = p, € Yy, = s., o sistema (1.3.46) se torna

Tpt1 _ apy a2 T, (1 3 47)
Yn+1 a1 A2 Yn o

Agora, adotando a notagao vetorial, fazendo

v, — T, A= @11 a2
n - -
Yn )’ az ap )’
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dai, o sistema (1.3.47) pode ser escrito na forma vetorial

Vol = Av, (1.3.48)

Observe que a equagao vetorial (1.3.48) é de primeira ordem ho-
mogénea e, semelhante ao que foi feito para as equagoes de diferencas
de primeira ordem homogéneas, se poderia escrever como solucao de
(1.3.48) o vetor dado por v, = A"vg

Entretanto, este tipo de solugao tem o inconveniente do célculo
das poténcias da matriz A, que pode ficar “pesado” computacional-
mente quanto maior for a ordem da matriz A, para cada estimativa
das populagoes de plantas e sementes em qualquer geragao n, uma vez
conhecida a condi¢ao inicial v.

Por ouro lado, repetindo o procedimento adotado na segao 1.2.8,
supondo que a solugao da equagao vetorial (1.3.48) ¢ da forma

Vi = ( ﬁi” ) (1.3.49)
Neste caso, substituindo (1.3.49) em (1.3.48) se obtém
KlAnJrl _ ay; a2 Kl)\n
< Kz/\nH > - < a91 Qoo Ko \" (1'350)

que é equivalente a
A Kl)\n - ay; ai2 Kl)\n
KQ)\" - ag1 U922 KQ)\" ’

v, = Av,,

ou seja,

Esta tltima equacgao é o que se denomina problema de autovalores
— comumente tratado nos livros de Algebra Linear, como por exemplo
em [4].

Assim, desenvolvendo o produto matricial do lado direito e can-
celando o fator A" se chega ao seguinte sistema de equagoes algébricas
lineares para as incognitas Ky e Ky

{ 0 = (a1 —N)Ki+ a12K,

1.3.51
0 = a21K1 + (agz - )\)KQ ( )

o sistema (1.3.51) também pode ser escrito na forma matricial

0— aip — A 12 K,
21 ag — A K,
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Uma solugao, neste caso, seria K1 = Ky = 0, o que leva na
solucao trivial v,, = 0, ou seja, o nivel populacional x,, e y, sao ambos
identicamente nulos Vn € N.

Para se ter solugoes nao nulas nas incognitas K; e Ky, é necessa-
rio que o determinante da matriz A — AI seja nulo (sistema indetermi-
nado)'?. Esta condigao leva a equagio

det(an)\ 12 )—O
a21 az — A

que conduz & chamada equacgao caracteristica associada a matriz A,
dada por

(Cln - )\)((l22 - )\) — aaa = 0,

que é uma equagao caracteristica quadrética, tal como na segao 1.2.8,
cujas raizes sao os autovalores de (1.3.48).

Neste caso, desenvolvendo esta tultima equagao e renomeando os
termos se obtém

N —b\+c=0, (1.3.52)

em que b = a1 + as, dado pela soma dos elementos da diagonal prin-
cipal da matriz A, ¢ denominado o traco'® da matriz A e o termo
¢ = (aj1a92 — a12a91) é o determinante da matriz A.

Os autovalores (rafzes) da equagao (1.3.52) sdo dados por

b+ Vb2 —4c

A2 = 5

cujo termo b? —4c é denominado discriminante de A — notagao disc(A).

Assim, analisando o discriminante de A, trés possiveis situagoes
poderao ocorrer:

(i) disc(A) > 0, neste caso, serao dois autovalores reais e distintos;
(ii) disc(A) = 0, neste caso, sera um tnico autovalor real;
(iii) disc(A) < 0, neste caso, os autovalores serao complexos e con-

jugados'?, o que produz solucoes com trajetorias periddicas ou
espirais, ao longo do tempo.

12] ¢ a matriz identidade.
13Ver [4] para mais detalhes.
Este caso sera tratado de forma mais detalhada na seio 1.4 — ver pg.39.
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Uma vez encontrados os autovalores, usando o principio de super-
posigao linear'®, a solugao do sistema — nos casos (i) e (iii) — ¢ dada
por:

o = B+ By (1.3.53)

Desta forma, o comportamento da solugao (1.3.53) do sistema
(1.3.51) fica determinado pela magnitude dos autovalores. Além disso,
os valores das constantes Ay, Ay, By e By sao obtidos de maneira tinica,
pelos niveis populacionais x,, e y,, para duas geragoes sucessivas (con-
digbes iniciais).

No caso (ii) de um tnico autovalor real (raiz dupla), para cons-
truir a solugao geral, é necessério que se tenha uma segunda solugao
linearmente independente da primeira, que pode ser obtida a partir do
teorema 1.1, a seguir.

Teorema 1.1. Se o polinémio caracteristico associado ao sistema ou
equacao de diferencas

aXni2 +0xne1 +cxn =0 (1.3.54)
tem uma unica raiz real ¢, a sucessao
Xn =n(" (1.3.55)
é solugao da equagao (1.3.54).

Demonstragao: Substituindo a sucessao 1.3.55 no lado esquerdo da
equacao de diferengas e reagrupando os termos, se obtém

a(n+2)¢"? +b(n+ 1" 4 en™ = (a4 b¢ 4 c)n¢™ + (2a¢ + b)¢"

o termo dentro do primeiro paréntesis do lado direito da equagao acima
é zero, ja que ( é raiz do polindmio caracteristico associado a (1.3.54);
o termo no segundo paréntesis também é zero, ja que a raiz ¢ é igual a

b .
o0 Portanto, o resultado é zero, como se queria demonstrar. [
a

Assim, a solucao geral é uma combinao linear das duas solugoes
obtidas desta forma, ou seja, a solugao do sistema ¢ dada por

x, = (A + Aan)A™

yo = (Bi+ Bon)A" (1.3.56)

Nas segoes 1.3.2 e 1.3.3 serao apresentadas duas situagoes, cujos
modelos sao aplicagoes de sistemas lineares de equagoes de diferencas.

5Consulte [3, 12] para mais detalhes.
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Problemas

1. Verifique que (1.3.56) satisfaz a equagao (1.3.48), no caso em que
(au + a22)2 = 4(@11(122 — CL12(121)7 ou seja, diSC(A) =0.

2. Suponha que um agricultor comece seu cultivo com py = 100
plantas e s} = 500 sementes, encontre a solugao que descreve as
populacoes de plantas e sementes nas geragoes sucessivas, com
base nos seguintes dados:

(a) a=0.5; =0.25;v=2.0; 0 =0.8;
(b) @« =0.6; 5 =0.30; v =2.0; 0 =0.8;

(¢) Compare com os resultados obtidos no problema 2 da pagina
21.

1.3.2 Aplicagao de sistema de equacgoes de diferencas com 3
classes etéarias

Estabelecendo o problema

Uma espécie de besouro, o Volmar wasserman (VW) vive no ma-
ximo 3 meses. As fémeas podem ser divididas em 3 faixas etarias: ninfas
(de 0 a 1 meés), juvenis (de 1 a 2 meses) e adultas (de 2 a 3 meses).

As ninfas nao péem ovos; cada fémea juvenil produz uma média
de 4 femeas (1) e cada adulta uma média de 3 fémeas (y2).

A taxa de sobrevivéncia oy ¢ de 25% para as juvenis e o1 de 50%
para as ninfas (ver fig. 1.14).

Para construir o modelo matematico que representa este pro-
blema, serd utilizado um sistema de equacoes de diferencas linear de
primeira ordem, para cada classe etaria, conforme se segue.

Ninfas - Juvenis - Adultas
T 1 ] ¥

Figura 1.14: Diagrama do ciclo populacional de fémeas de Volmar wasser-
man, fonte: o autor.
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Representagao matematica do processo

Com base no diagrama (figura 1.14), sao definidas as seguintes
variaveis e parametros:

— Nj = ntmero de ninfas na geragao k;
— J, = nameros de fémeas juvenis na geragao k;
— Aj, = numero de fémeas adultas na geracao k;
01 = taxa de sobrevivéncia das ninfas, ao final do més;
— 09 = taxa de sobrevivéncia das juvenis, ao final do més;

— 71 = fecundidade das juvenis: produgao média de fémeas per
capita;
— 79 = fecundidade das adultas: produgao média de fémeas per

capita.

Dai, o sistema de equagoes que descreve o processo evolutivo nas
geragoes sucessivas é dado por

Nigyr = e+ 724
S = o1y (1.3.57)
Ak+1 = o3J

O sistema (1.3.57) pode ser representado na forma matricial, por

Nist 0 7 7 Ni
Jk+1 = g1 0 0 Jk (1358)
At 0 o2 O A

Neste caso, o polindomio caracteristico associado ao sistema (1.3.58)
é dado por

P()) = det(A — AI) (1.3.59)

em que A é a matriz de coeficientes do sistema e I é a matriz identidade
de ordem 3, a equagao (1.3.59) leva a

0 M 7 A0 O
P(\) = det oo 0 0 — 0 X0
0 09 0 0 0 A

ou seja,
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“A Mm%
PA)=det| o1 =X 0 (1.3.60)
0 09 -\

Agora, substituindo em (1.3.60) os valores dos parametros con-
forme apresentados anteriormente, se chega a

[—x 4 3
P(\) = det % -2 0
[0 1 A
Assim, o polinémio caracteristico associado a este sistema é dado
por
3 3
P(\) = 3 +22 - A (1.3.61)

Para encontrar os autovalores associados ao sistema, basta encon-
trar as raizes da equagao caracteristica associada ao polinomio carac-
teristico (1.3.61), ou seja, encontrar as raizes de P(\) = 0, donde

3
g+2A—A3=0 (1.3.62)

3
Como A\ = 3 satisfaz a equagao (1.3.62). Dali, fatorando por

3
()\ - 2) em (1.3.62), se obtém

</\ — Z’) (—i - g)\ - )\2> =0 (1.3.63)

Por fim, aplicando a férmula de resolucao da equacao quadratica
para o termo quadratico que aparece em (1.3.63), se obtém os valores
de Ay e A3, dados por
_ -3-5 N V5
4 Ty
Desta forma, os 3 autovalores associados a este sistema sao

3 —3—b -3 5
M =2 )\2:7‘[ )\3:i
2 4 4

Portanto, a solugao do sistema (1.3.60) se torna

Az

N, = CH)\If -+ Clg)\g -+ Clg)\’§
Jo = Cou i+ Coo)s + Coz s (1.3.64)
Ag Cui A} + CaoAs + Caa s
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Lembrando que as constantes C;; ficam unicamente determinadas,
conhecidas as quantidades de fémeas de cada classe etéaria, para trés
geragoes sucessivas (condigoes iniciais).

A titulo de ilustragdo, a figura 1.15 apresenta uma simulagao para
10 geragoes consecutivas, com base nos parametros indicados e consi-
derando inicialmente Ng =5, Jo = 10 e Ag = 5.

Figura 1.15: Gréfico da simulagao para o sistema (1.3.57), para ninfas N (k),
jovens J(k) e adultas A(k), fonte: o autor.

Uma vez determinados os autovalores da matriz A, usando uma
base de autovetores associados aos autovalores de A, é possivel obter
a matriz diagonal D equivalente de A, através da transformagao linear
D = P7'AP, em que P~! ¢ a matriz inversa de P, cujas colunas da ma-
triz P & formada pelos autovetores correspondentes a cada autovalor!S.
Isto é possivel pelo fato dos 3 autovalores de A serem distintos.

Com base nesta transformagcao, tomando os valores de Aj, Ao, A3
o sistema 1.3.58, na forma diagonal se torna

Xii M0 0 X,
Yerr | =[ 0 X 0 Vi (1.3.65)
Zk+1 O 0 )\3 Zk

'SVer [4] para mais detalhes.
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cujas variaveis X, Y e Z resultam da combinacao linear das variaveis
N, J e A em termos da base de autovetores e, portanto, para uma
geragao k qualquer se tem

X, A0 0 Xo
Ve =] 0 X 0 Y, (1.3.66)
Z 0 0 M Zy

Conhecidos os valores para X, Yy e Z; da equagao matricial
1.3.66, se obtém a estimativa em cada geragao através do calculo das
poténcias dos elementos da diagonal principal da matriz D e o produto
da matriz resultante pelo vetor inicial conhecido, forma mais simples
do que calcular a poténcia k da matriz A e efetuar o produto da matriz
resultante pelo vetor inicial.

Problema

Suponha que existam 40 ninfas, 40 juvenis e 20 adultas, inicial-
mente. Dai, aplicando a equagao matricial (1.3.58), recursivamente,
para as geragoes k = 0 e k = 1, obtenha o niimero de fémeas em cada
classe, para a geragao consecutiva (k = 2).

Para os valores encontrados, em (1.3.64) obtenha o sistema de
equagoes algébricas lineares (de ordem 9), com base no ntmero de fé-
meas nas trés geragoes sucessivas (k =0,k =1e k =2).

Resolva o sistema obtido e determine a solu¢ao conforme a equa-
¢ao (1.3.64). (Sugestao: Resolva o sistema de equagoes algébricas pelo

método de eliminagio de Gauss!".)

1.3.3 Crescimento populacional da tartaruga-da-amazonia

O problema a seguir é uma aplicagao de sistemas de equagoes de
diferencas de ordem mais alta, com base num problema real, que serviu
para elaboragao de um trabalho de conclusao de curso.

Estabelecendo o problema

Pesquisadores do Instituto Nacional de Pesquisas da Amazonia
(INPA) tém aplicado o ferramental matemético para o estudo da fauna
da Amazonia Legal, em que sao encontradas muitas espécies que estao
em risco de extingao, caso nenhuma providéncia seja tomada.

Ampliar as informagoes a respeito do crescimento populacional
da tartaruga-da-amazonia (Podocnemis expansa), implica em divulgar

7Consulte, por exemplo, [9] para conhecer mais detalhes sobre este método.
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este estudo visando um maior embasamento para justificar agoes mais
concretas no sentido de sua preservacao.

Nesta secao, sera apresentado um estudo qualitativo do cresci-
mento populacional desta espécie'®, através de um modelo matemético
utilizando matriz de Leslie'®, com alguns dados de pesquisadores do
IBAMA. Para os parametros bioticos foram realizados estudos conclu-
sivos, que estao ao final desta segao.

Com base nos estudos de biologia e do comportamento desta es-
pécie, o modelo matemético que representa o problema indicara se na
regiao de estudo esta espécie corre risco de extingao ou nao. A formu-
lagdo do modelo é baseada no esquema abaixo (ver fig. 1.16) para a
obtengao das equagoes que regem o fenémeno em estudo.

o

Ny 2, Ny —— N 3 N,

o0 L= [~
k,Nlo N . > - N
3 &

il

o

Figura 1.16: Esquema para a dindmica populacional, fonte: o autor.

Modelando o problema

Fazendo uma separacao da populacao por classe etaria, conside-
rando para cada classe o periodo de um ano e tomando como classe
inicial o ntimero de ovos, se define as seguintes variaveis de estado para
a modelagem do problema

Ny = numero de ovos

N, = numero de filhotes até 1 ano

N, = numero de filhotes de 1 até 2 anos

Ny = ntmero de jovens de 8 até 9 anos

N1y = numero de individuos acima de 9 anos

Denotando por o; a sobrevivéncia da classe N; e v o numero de
ovos que cada fémea produz na época da desova (uma vez por ano),
sendo que tais fémeas s6 atingem a maturidade sexual, apos os 9 anos
de idade, ou seja, quando entra para a classe Nyg.

8Consulte o artigo completo em [10].
19Consulte [35] para aprofundar no assunto.
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Assim, com base no esquema apresentado na figura 1.16 se obtém
as seguintes equagoes evolutivas:

NFY = 4. NP (1.3.67)
NED = 5y NP (1.3.68)
NFED = 5 NP (1.3.69)
NED = gy NP (1.3.70)
NFY = gy NP (1.3.71)
NFY = g NP (1.3.72)
NFY = gy N (1.3.73)
NFY = 5o NP (1.3.74)
NFY = g N (1.3.75)
NFY = g5 NP (1.3.76)
NEY = oy NP 4+ (1= p) - NP (1.3.77)

em que p é a mortalidade de adultos.

Desta forma, o sistema dado pelas equagoes (1.3.67) a (1.3.77)
pode ser representado matricialmente por

[ No ] 0 00000 O0OO0O0O0 ~ 1717 No T
N1 go 00 0 0 00 O0O0O0O0 N1
N, 0oy 00 0O0OOO0OO0OO Ny
Ns 00 oo 00 0 0O O0OO0OO0O0 Nj
Ny 00 0 o3 00 0 00 O0 O Ny
N5 =10 000 o4 00 0O0O0O N5
Ns 00000 oo 00O0O0O0 Ns
N 00 0000 0 0000 N
Ng 00 0O0O0O0O0 o 000 Ng
Ny 000 O0O0O0O0O0 o 00 Ny

[ Ny, LO O 0000000 09 1—p] [Ny

que, simplificadamente, pode ser escrito na forma
NG = ANK) (1.3.78)
sendo N’ = [NgNy - - - Nyp]; com N’ denotando o vetor transposto de N.

Assim, ao aplicar iterativamente a matriz A ao vetor inicial N©)
conforme indicado pela equagao matricial (1.3.78), de forma analoga
ao que foi feito para o modelo de crescimento celular (ver pag.10), se
chega a seguinte equacao

N® = gk. NO (1.3.79)

sendo A denominada matriz de Leslie [13, 35].
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Estudo do comportamento qualitativo do sistema

Para estudar o comportamento qualitativo do sistema (1.3.79) é
necessario obter, primeiro, os autovalores associados a matriz A, que
podem ser calculados através das raizes do polinémio caracteristico as-
sociado ao sistema (1.3.78) conforme [3], sendo tal polinomio dado por

P(\) = det (A — M), (1.3.80)
dai, aplicando (1.3.80) para a matriz A de (1.3.78), leva a
PO =M1 —p) =N+~ 000109, (1.3.81)
ou seja,
PA)=-A"+(1—p)A+p (1.3.82)
com p=79-0001°02°03:04 0506 07°08" 09
Assim, definindo 5 = max{ \/% :2 pyp ?; i Eﬁ cC,

com {j=1,2, ---, 11}, se tem que

— Se f > 1 a populacao crescera de forma exponencial, conforme
ilustra o grafico da figura 1.17.

- Se 0 < 8 < 1, entao a populagdo decresce podendo atingir um
ponto critico (Nc¢) muito rapidamente, caso § tenha um valor
muito préoximo de 0. Nc é o chamado nivel critico (ver fig. 1.18),
quando o nivel populacional fica abaixo deste valor, biologica~
mente, esta populagao nao serd mais viavel.

i o

Figura 1.17: Crescimento exponencial, fonte: o autor.
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Figura 1.18: Decrescimento exponencial, fonte: o autor

Resultados do caso estudado

No estudo apresentado em [10], foi considerada somente a popu-
lagao de fémeas. Neste sentido, se assumiu a razao sexual (nimeros de

femeas/total de individuos) como sendo igual a 5 mas isto pode variar

de acordo com as condig¢oes climéticas na época em que 0s ovos estao
sendo chocados na areia. Para uma primeira aproximacao se optou por
esta razao sexual, que é mais usual.

Segundo [30, 29, 28|, cada fémea desova cerca de 90 ovos a cada
estagao (v = 90), do total de ovos, apenas 81.6% sobrevivem. Teremos
entao que do total de ovos, 40.8% serao fémeas que irao emergir, ou
seja, oo = 0.408.

Além disso, ha uma estimativa de que 5% dos filhotes que nascem
conseguem sobreviver até um ano de vida, ou seja, o1 = 0.05 e desses,
apenas 1% chega a vida adulta, que acontece apos os 9 anos de idade.
Com isso0, gq - 03+ - - 09 = 0.01. A partir dai, tem-se uma mortalidade p
de femeas adultas de cerca de 95% (1 — p = 0.05).

Assim, para calcular os valores de \;, sejam reais ou complexos,
levando os dados citados acima na equagao (1.3.82) se obtém

P(\) = =M 4+0.050"° +0.01836 (1.3.83)

Em seguida, na equacao (1.3.83) acima, para os autovalores \; se
obteve uma cota f para as raizes da equagao caracteristica, dada por

PO =0

Neste caso, para uma estimativa de (3, foi utilizada a cota de Ko-
jima (ver [8]), que fornece o raio espectral (ver [21]), calculada conforme
o teorema 1.2 enuciado a seguir.

Teorema 1.2 (Cota de Kojima). Dado um polinémio

p(€) = an€" + an_1E"" 4 -+ +ao,
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entao toda raiz o real ou complexa verifica
o] < Q1+ Q@ (1.3.84)

em que Q1 e Q2 sao os maiores valores obtidos do conjunto

{ai iz, 1,~~,n1}
a

Dai, para o polinémio caracteristico obtido em (1.3.83), efetuando
os céalculos de acordo com o teorema 1.2 se obtém

1 L
1 11

0.05 = 0.6952968203915

lej

0.01836
-1

=0.05 e Qz_‘

o que leva a
£ <0.745296820391

Conclusoes

Tendo em vista o estudo qualitativo do comportamento do sis-
tema e o valor obtido para a cota de Kojima com base nos parametros
bioticos (5 < 0.745296820391 < 1), se pode concluir que a populagao
de Podocnemis expansa seréa extinta.

No entanto, se pelo menos 20% dos filhotes nascidos completarem
o primeiro ano de vida e, destes, outros 20% venham a atingir a idade
reprodutiva, se chega ao valor de 8 = 1.05 (ou seja, 8 > 1), donde se
conclui que a populagao poderé ser preservada.

Nesse sentido, a adog¢ao de politicas de protecao, dara condigoes
de preservar a espécie, caso contrario, a extingao sera inevitavel.

1.4 Solugao de equacoes de diferengas com autova-
lores complexos

A equagao caracterisitca resultante do sistema (1.3.48) — ver pg.27,
pode ter autovalores complexos, cuja parte imaginaria é néo nula (nos
casos em que disc(A4) < 0), ou seja, considerando a equagdo caracte-
ristica quadratica na forma

M —bA\+c=0 (1.4.85)

com b? < 4c, entdo os autovalores complexos e conjugados, sao dados
por
)\1:&*52' [§ A2:Oé+ﬁ7;,
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2 — 4]

b
Coma—ieﬁ—f.

Esta situagao pode ocorrer tanto para equagoes de diferencas de
ordem 2, ou superior, quanto para sistemas de equagoes de diferencas
de ordem maior ou igual a 2.

Desta forma, é necessario obter solugoes gerais envolvendo po-
téncias de nimeros complexos, que tenham sentido do ponto de vista
biologico, como por exemplo, solugoes do tipo

xn = Ao — Bi)" + Ag(a + )" (1.4.86)

Isto pode ser feito utilizando as propriedades fundamentais dos
niumeros complexos, conforme indicado na subsegao 1.4.1, a seguir.

1.4.1 Breve revisao de nimeros complexos

Um namero complexo pode ser representado de duas formas equi-
valentes, ou seja, na notagao usual o + i como nimero, ou através da
representacao por coordenadas do plano complexo, na forma (a, ).

Ao considerar a representagao no plano complexo, para cada ponto
(o, ) existe uma representacao equivalente (denominada representa-
¢ao polar), considerando o dngulo € no sentido anti-horario, formado
entre a parte positiva do eixo real (eixo horizontal) e a reta que passa
pela origem e o ponto («, 8), e a distancia r do ponto («, 3) até a origem
(ver fig. 1.19).

Figura 1.19: Representagao no pano complexo das coordenadas retangulares
e coordenadas polares, fonte: o autor.

A representagao polar (6,7) esta relacionada com o sistema de
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coordenadas retangulares («, ) da seguinte forma

r o= a4+ (1.4.87)
0 arctan (g) (1.4.88)

Da mesma forma, o sistema de coordenadas retagulares («, 3) esta
relacionado com o sistema polar (r, ) pelas equagoes

a = rcos(f) (1.4.89)
8 = rsen(d) (1.4.90)

A partir das relagoes indicadas pelas equagoes (1.4.87-1.4.90), se
obtém a férmula de Euler, que estabelece trés formas equivalentes de
representar um numero complexo, dadas por

a+pBi = 7r(cos §+isen 0) = re” (1.4.91)
a—PBi = r(cos § —isenf)=re™ (1.4.92)

Assim, usando as formulas de Euler (1.4.91-1.4.92), se obtém a
poténcia de um nimero complexo através das relagoes

(a+Bi)" = (re®)" =rme™ = ¢+ §i (1.4.93)
(= Bi)" = (re”)" = e = ¢ —§i (1.4.94)

tal que € = " cos(nf) e § = rsen(nf).

A figura 1.20 mostra a representagao geométrica de duas poténcias
do niimero complexo 1 + 7, na qual se pode observar que as sucessivas
poténcias, representam sucessivas rotagoes do vetor que vai da origem
ao ponto 1+ ¢ de um angulo 6, cujo comprimento do vetor resultante é
dado por 72 e 7® (em que 7 = v/2) como mostrado nesta figura.

Figura 1.20: Potencias do nimero complexo 1 + ¢, fonte: o autor.
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1.4.2 Solugoes através de autovalores complexos

Desta forma, usando as relagoes dadas em (1.4.91) e (1.4.92), a
solugao apresentada em (1.4.86) pode ser reescrita na forma

Al(a — ﬁi)" + AQ(CM + ﬁl)n =
Aqr™ (cos nf — i sen nf) + Ayr™ (cos nf + i sen nf)

Tn
Tn

dai, fazendo (A; + Ay) = C) e (Ay — Ay) = Cy, a equagdo acima se
torna
z, = Cir" cosnb + iCor™ sen nf (1.4.95)

Em seguida, denotando por p,, e ¢, em (1.4.95), considerando que
pn = cosnb e ¢, = sen nf, a solugao x, pode ser escrita na forma

x, = Cir'p, +1Cor™q, (1.4.96)

Como a equagao (1.4.96) é linear para as partes real e imaginé-
ria, dai se pode concluir que cada parte também é solugao da equagao
(1.4.85) — ver pg.39. Assim, aplicando o principio de superposigao linear
para as partes real p, e imaginaria ¢,, se define uma solucao a valo-
res reais, que é mais apropriada para as situagoes biologicas, fazendo
Tn, = C1p, + Caq, ou, de forma equivalente, fazendo

x, = C1r™ cos(nf) + Cor™ sen(nf) (1.4.97)

Desta forma, se pode concluir que as solugoes associadas a auto-
valores complexos apresentam oscilagoes nas sucessivas geragoes, sendo
que tais solugdes serao crescentes (se r > 1), assim como decrescentes
(se 0 <r < 1) ou, ainda, de amplitude constante (se r = 1).

Observagao 1.1. Ser = y/a?+ 2 =1 e arctan(8/«) € um maltiplo
racional de 7, entao a solucao x,, serd periddica, assumindo um nimero
finito de valores a cada ciclo.

1.4.3 Problema

Um grupo de pesquisadores, estudando as populagoes de lebres e
linces, obteve resultados interessantes. Denotando por R,, o numero de
lebres na geragao n e L, o numero de linces na geragao n, no modelo
proposto por eles, as equagoes de diferengas que modelam o problema
foram sugeridas da seguinte forma

Rn = a Rn —a Ln
{ ! ! ’ (1.4.98)

Ln+1 = LR, —bL,
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1. Sabendo que a; = 1.514, a; = 0.75, by = 1.535 ¢ by = 0.1. Ob-
tenha a solugao do sistema (1.4.98), na forma apresentada em
(1.4.97).

2. Discuta o resultado obtido, com base nas conclusoes apresentadas
no final da subsecao 1.4.2.

Um exemplo de simulagao com os parametros do problema 1

O grafico da figura 1.21 apresenta a simulagao para os autovalores

complexos obtidos com os dados apresentados no problema 1, cujos

- 1+ . T .
autovalores sao A\j o = 75 ouseja, r=1ef = 1 considerando como

condigoes iniciais 1000 lebres e 300 linces em n = 0, com n € [0, 20].

Figura 1.21: Simulando o problema 1 da pg.43, fonte: o autor.

Na figura 1.22 ¢é apresentado o diagrama de fase, em que se pode
notar a orbita atratora eliptica, tendo como centro a origem (0,0),
cujos pares ordenados (R, L,) para as populagdes de lebres e linces,
ao longo das iteracoes, sdo apenas 8 pares de pontos, conforme indicados
no grafico e de acordo com a observagao 1.1 feita na péagina 42.
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Figura 1.22: Diagrama de fase do problema 1 da pg.43, fonte: o autor.

Neste caso, as populagoes irao assumir 4 valores negativos para
cada populagao ao longo das iteragdes, o que nao corresponde ao que
seria um problema real.

1.5 Exercicios de revisao

I — Obtenha a solugao das seguintes equagoes de diferencas

[
e

© e N o o WD

Ynt1 = 3Yn; Y1 =12;

(n+Dyn1 —(n=3)y, =0 yo=1;

Yn+2 +3Unt1+ 20, =0 yo=1; 3y =0;

Un+2 +6Unt1+99, =0 yo=1, yi =1

Ynr2 = Wnt1 + 13y, =0 yo=1; y1=1;
Ynt2 = 2Yn41 + 4y =0 4o =0; p =1,

Yn = 5Yn-1+6Yn—2=0; yo=2; y1=5
Ynt2 — 2Ynt1 = 05 yo = 10;

Ynt2 = 2Un — Ynt1; Yo =16; y1 =3

Unts +8yn =0 wo=1 yi=1 1=0

IT — Resolva as seguintes equagoes de diferengas e esboce o grafico da
familia de solucoes.

1.

Ynt2 = 2Ynt1 — Yn
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2. Yni2 = Un

45

IIT — Para sistemas de equagoes de diferengas de ordem 2, é usual
representar graficamente a soluc¢ao através do diagrama de fase,
que consiste em representar as sucessoes de cada populacao {z,}
e {yn}, através do par ordenado (z,, y,) no sistema cartesiano.
Resolva os sistemas a seguir e faca o diagrama de fase para cada

um.
1 Tpy1 = —3Ty, — 2yn
. Ynt1 = 2T, + Yn
) xn+1 - 5xn - 4yn
’ Yn+1 = Tp + Yn

IV — Converta os sistemas de equagoes de diferencas a seguir para uma
lnica equagao de ordem superior e encontre sua solucao geral.

1 Tp41 = 3xn + 2yn
’ Yn+1 = Tp + 4yn
92 Tp+1 = T + Yn
' Ynt1 = 2Ty,
X
Tpy1 = = + 3yn
3 4,
Ynt1 = _§ + Yn
Tp+1 = —Tp + Syn
4 o
Yn+1 3

V — Para as equagoes de diferengas a seguir, encontre sua solugao geral.

L Ynp2+yn=0

2. Ynr2 = Ynt1 T Y =0
3. Ynt2 + 2Yns1 + 3y, =0
4 Ypi3 —Yn =10

VI — Encontre a solugao para as seguintes equagoes de diferencas:

L. Ynio + 4Yni1 + 4Yn
2. Ynio — 2Upe1 + 4y, =27

1
3. Ynt2 tdyn =5 W0 =1

3

(=2

Yo=0 1n=0
Yo=0 =0

y1 =0
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Capitulo 2

Equacoes de diferencas nao
lineares

2.1 Conceitos preliminares

Definigao 2.1. Uma equagao de diferengas nao linear de primeira or-
dem € uma formula de recorréncia do tipo

sendo [ uma combinagao nao linear de x, (produto, poténcias, expo-
nenciais, etc.).

A solugao de (2.1.1) é uma expressao que relaciona x,, e a condi-
¢ao inicial xy, para cada estagio n. Geralmente, nao ¢ possivel obter tal
solucao diretamente quando se trata de equagoes nao lineares. Na mai-
oria dos casos, o que se procura fazer ¢ analisar estas equagoes através
de seus pontos de equilibrio.

No contexto das equacoes de diferengas se tem a estabilidade do
processo quando nao ocorre variagao do estagio n para o estagio n+ 1,
isto é, quando

Tyl = Ty =27 (2.1.2)

Da equagao (2.1.2) em (2.1.1), se tem um ponto de equilibrio x*
quando

"= f(a"),

ou seja, x* ¢ um ponto fixo da fungao f.
Uma maneira simples para determinar os pontos de equilibrio de
uma equagao nao linear é através dos graficos de Lamerey [2]. Conside-

rando no sistema cartesiano os valores de x,, no eixo das abscissas e &,
no eixo das ordenadas e fazendo o grafico ajustado de x,1 = f(x,).

47
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Os pontos de equilibrio sao dados pela intersecgao do grafico de f com
a reta bissetriz x,,1 = x, (ver fig. 2.1).

A

Figura 2.1: Grafico de Lamerey para pontos de equilibrio, fonte: o autor.

No grafico da figura 2.1 se pode observar dois pontos fixos de f,
em x = 0 e x*, com caracteristicas bem distintas; dado qualquer valor
inicial zg, a sequéncia x,, obtida por recorréncia, se afasta de x = 0 e
se aproxima de z*.

Neste caso, x = 0 é um ponto de equilibrio instavel e z* é assin-
toticamente estavel. A estabilidade de um ponto de equilibrio z* pode
ser determinada, analiticamente, pelo valor do médulo de

_ df(zn)
A= (2.1.3)

rp=x*

sendo A o coeficiente angular da reta tangente a curva f(z,) no ponto

¥,

O parametro A dado pela equagao (2.1.3) ¢ denominado autovalor
do equilibrio z* da equagao (2.1.1). Conforme os valores que A assume,
se tem que

(a) Se0 < |\ < 1z*¢é, localmente, assintoticamente estével (atrator),
ou seja, se x, estd proximo de z*, entdao x, converge para z*.
Mais ainda, se 0 < A < 1 a convergéncia ¢ monotona (fig.2.2) e se
—1 < A <0 a convergéncia ¢ oscilatoria (fig.2.3).
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Figura 2.2: Equilibrio estavel (0 < A < 1), fonte: [2].

Figura 2.3: Oscilatorio (—1 < A < 0), fonte: [2].

(b) Se |A] > 1 o ponto de equilibrio z* ¢ instavel (repulsor) — ver
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figuras 2.4 e 2.5.

Figura 2.4: Equilibrio instavel (A > 1), fonte: [2].

Figura 2.5: Oscilatorio instavel (A < —1), fonte: [2].
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(¢) Se |A| = 1, o ponto de equilibrio 2* é neutramente estavel , ou
simplesmente estdvel. Neste caso, a sequéncia x,, a partir de
algum n, oscila em torno do ponto x* que é denominado centro
de um ciclo limite (ver fig. 2.6).

Figura 2.6: Ponto de equilibrio com ciclo limite, fonte: [2].

2.2 Equacao logistica discreta

Um modelo matematico que se tornou classico em dinédmica po-
pulacional sugerido por Verhulst [25, 23], possui um modelo similar
para equagoes de diferencas nao lineares, em que a taxa de crescimento
populacional depende do ntimero de individuos da propria populagao
(densidade dependente), que ¢ dado por

Tny1 = f(xn) =1, (1 — xy), (2.2.4)
com 7 > 0.
Os pontos de equilibrio de (2.2.4) sdo dados pelos pontos fixos de
f,ou seja, v* = f(z*) = ra*(l —2*) = z* oura*® —2*(r — 1) = 0 =
a*[rz* — (r — 1)] = 0. Portanto,

1
x} =0 (ponto trivial) e af=1— - (ponto nao trivial).

Os autovalores associados a equagdo (2.2.4) sao dados por

#(zn) =7 —2ra,|

2.2.

rp=x*
rp=x*
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1
Dai, para zj = 0, se tem que A\ = r; e para x5 = 1 — —, se tem
r

que Ao =2 —r.
Assim, se
(a) 0 < r < 1, entdo o ponto zj = 0 ¢é assintoticamente estéavel,

enquanto x5 < 0 é instavel.

(b) =1, entao z = a3 = 0 é o centro de um ciclo limite.

(¢) r > 1, entdo z7 ¢ instavel, enquanto x} é assintoticamente estéavel,
desde que [Mo] =2 —r| <1<=1<r <3 (ver fig. 2.7).

Figura 2.7: z} & assintoticamente estéavel (atrator), fonte: [2].
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Figura 2.8: Oscilagao de 2 ciclos, % é ponto fixo de f?, fonte: [2].

1 2
(d)T:3,e11téox§:17§:§:>)\2:7]..

Dai, aparecem oscilagoes de periodo 2 (ciclos de 2 pontos), isto &,
satisfazem o sistema (2.2.6)

{xn+1 = flxn) (2.2.6)

Tpy2 = Tp
ou seja,
Tnyo = f(Tny1) = [(f(20)) = 20

e x5 = f(f(z3)) ¢ um ponto fixo de f? (ver fig. 2.8).

O modelo logistico discreto, dado pela equagao (2.2.4), ¢ um dos
mais simples exemplos de equagoes de diferencas nao lineares e se pode
notar a complexidade de seu desenvolvimento quando se varia o para-
metro 7, conforme [2].
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Figura 2.9: Bifurcagao de z* em 3 ciclos, fonte: [2].

A formulagao de modelos mateméticos com equacgoes de diferen-
gas ganhou for¢a a partir dos trabalhos desenvolvidos por May [23],
sobre dindmica populacional de certos insetos que tém geragoes que se
sobrepoem, cujos individuos sao gerados periodicamente.

Ao variar o parametro r a partir do valor 3, quando ocorre a
primeira bifurcagao do estado de equilibrio (oscilagao de perfodo 2).
A figura 2.9, apresenta novas bifurcagoes & medida que r cresce, entre
os valores 3 e 4, a partir do qual aparece o fenomeno conhecido como
regime cadtico ou caos (ver fig. 2.10).

Figura 2.10: Sistema em regime cadtico para 3 < r < 4, fonte: [2].
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A pessoa interessada em aprofundar seus estudos em modelos de
dindmica populacional com equacoes de diferencas, podera recorrer aos
livros |2, 13, 25].

2.2.1 Problemas

Considere o modelo discreto, com densidade dependente, dado
por

Tns1 = ZnT (1 - %) (2.2.7)

1. Faga o grafico para (z,, f(z,)), com f(z,) =r (1 - %)

2. Determine os pontos de equilibrio para (2.2.7).

3. Discuta a estabilidade dos pontos de equilibrio encontrados no
item anterior.

2.3 Sistemas nao lineares de equacgoes de diferengas

Os sistemas biologicos que envolvem competi¢ao ou predagao en-
tre espécies tiveram seus primeiros modelos com base em sistemas nao
lineares de equacgoes diferenciais ordinérias, através dos modelos apre-
sentados por Lotka (1925) e Volterra (1926) — ¢f. [17, 2]. Desde aquela
época muito se pesquisou sobre estes modelos, gerando véarios modelos
alternativos [2].

Entretanto, alguns ecologos demonstram forte resisténcia sobre a
validade de tais modelos na natureza, a excessao dos experimentos em
laboratorio realizados por Gause (1934) — ¢f. [2].

Dentre os modelos de interacao entre espécies, se pode destacar
o modelo presa-predador, cujas hipoteses em que se fundamenta sao o
crescimento (ou decrescimento) exponencial — modelo malthusiano, e a
lei de agdo das massas (interagao entre espécies) — ¢f. [2, 12]. Além
disso, este modelo pressupde uma variagao continua das populagoes.

No entanto, com base no modelo classico de Lotka-Volterra, é
possivel estabelecer um modelo correspondente para populagdes com
variacao discreta, principalmente, para aquelas populagoes cujo ciclo
reprodutivo ocorre de forma sazonal. Para tais populagoes a alternativa
é feita através de um sistema nao linear de equagoes de diferengas, da
seguinte forma

{ Tpt1 — Tp = Ay — bmny7z (2 3 8)

Ynil = Yn = —CYn +dTnYn
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em que a, b, ¢c e d sdo constantes positivas.

Uma vez determinadas as constantes e a partir de uma condigao
inicial dada, se pode tragar o diagrama de fase para o sistema (2.3.8),
alocando o par ordenado (z,,, y,) comn =0, 1, 2 - - -, no sistema carte-
siano (z,y). Dai, se obtém a trajetoria que descreve o processo evolutivo
deste sistema.

Para um estudo qualitativo do problema, o mais interessante é
estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio para este sistema. Neste
caso, a condigdo de equilibrio do sistema (estado estacionario) ¢ dada
por

Tpi1 =Tp=2" € Ypi1=Yn=19" (2.3.9)
Levando a condigao (2.3.9) em (2.3.8), se obtém
r—a* = azr* —bxr'y*
(2.3.10)
ou seja,
2 la—by*) = 0 (2.3.11)
y*(dz*—c) = 0 (2.3.12)

De (2.3.11), se tem que

=0 ou y'= % (2.3.13)
e de (2.3.12), se obtém
y'=0 ou z"= 2 (2.3.14)

Assim, combinando os valores encontrados em (2.3.13) e (2.3.14)
se chega a 2 pontos de equitibrio para o sistema (2.3.10), que sao dados
por

¢ a
Pi=(0,0)¢P :(7,7)
1=0.0e =133
O passo seguinte é estudar a estabilidade destes pontos. Isto
pode ser feito analizando o efeito de pequenas perturbacoes do estado

estacionéario, ou seja, na vizinhanca de cada ponto de equilibrio.

Para estabelecer uma metodologia generalizada para o estudo da
estabilidade dos pontos de equilibrio de um dado sistema, considere o
sistema nao linear de equagoes de diferengas na forma

{ Tpy1 = f(xn7 yn)

(2.3.15)
Yn+1 = g(xn7 yn)
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em que f e g sao fungbes nao lineares nas variaveis x,, e y,.

Uma vez que (z*, y*) € um ponto de equilibrio do sistema (2.3.15),
entao z* = f(z*, y*) e y* = g(a*, y*).

Denotando 7 e y pequenas perturbagdes de z* e y*, respectiva-
mente, dai aplicando a expansao pela série de Taylor para as fungoes de
duas variaveis f e g, ou seja, fazendo a aproximagcao de f(z*+z, y*+7)
dada por

of - of

LT ) = f(af, )+ =L =L 7+ (2.3.16
f@™ 4z, y"+y) f(x,y)+a$n (m*,y*)H@yn (m*,y*)“ ( )

e fazendo o mesmo para a func¢ao g, ou seja,

B 9 ) _
9@ HE, YY) = 9@, )+ o | T et G (23.17)
Oy, (z*,y*) n (z*,y*)

Entao, considerando as expansoes apresentadas em (2.3.16) e (2.3.17)
até os termos de primeira ordem, no sistema (2.3.15), se pode verificar
que resulta em

5~n+1 = allfn + G12§n (23.18)
Yntl = Q21%p + G22Yn
em que
of of
ay;p = , Q12 = S —
0%, | (e OYn | (g e
(z*,y*) "z yt) (2.3.19)
dg dg e
as; = —= 99 = —=
. dx (96*,’!/*)7 ” Ay (==, y*)

Denotando por
J = [ air a2 } 7

g1 A2

a matriz J é denominada jacobiano do sistema de equacoes de diferencas
(2.3.15), calculado no ponto (x*, y*).

Com isso, o sistema (2.3.18) pode ser representado na forma ma-
tricial por
U1 = Ju,, (2.3.20)

que ¢ um sistema de equacoes lineares, com u,, = < 2" )
n
Desta forma, o estudo da estabilidade do ponto de equilibrio
(x*,y*) de um sistema nao linear pode ser feito através do estudo de
estabilidade de um sistema linear na forma (2.3.20), para pontos pro-
ximos de (z*,y*).
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Assim, lembrando o que foi apresentado no primeiro capitulo, na
segdo 1.3 (ver pg.26), se obtém a equagdo caracteristica associada ao
sistema (2.3.18), dada por

det(J — AI) =0,

que resulta em

N — BN+~ =0,

em que 5 = aj1+ag éotrago de J e ¥y = aj1a9e—aqa01 é 0 determinante
de J, como feito anteriormente.

A estabilidade do ponto de equilibrio fica assim determinada pela
magnitude dos autovalores desta equagao caracteristica, ou seja, o ponto
de equilibrio sera estavel se |\;| < 1. Para que esta condigao seja satis-
feita, se deve ter que

2> 147> |f (2.3.21)

Portanto, se a condi¢ao (2.3.21) ¢ satisfeita, entao o ponto de
equilibrio (z*, y*) é estavel.

Para se chegar a condi¢ao dada por (2.3.21), sabendo que
N, = PEVF -4y
’ 2 )

basta verificar em que condigdes se tem |[A\] < 1 e |[Ay| < 1, ou seja,
os autovalores (raizes da equagao caracteristica) precisam pertencer ao
intervalo (—1, 1).

Primeiramente, se pode observar que g é o ponto médio de Ay

e Ay, uma vez que A\ = — é o eixo de simetria da parabola, o que

estabelece uma primeira condigao, isto &,

‘g <1, (2.3.22)

que também pode ser vista como —2 < f§ < 2.

Além disso, a distancia entre 5 e qualquer das raizes deve ser

menor que a distancia entre = e os extremos do intervalo (—1, 1) (ver

fig. 2.11).
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A2 BA+y Eixo de simetria
AY
AY
AY
\
A}
AY
AY
\
AY
\
AY
AY
A
\ 4
Y ’
Y ’
A Y ’

: ~ B/Z ’ |

A~ N

1 180 s 2 1

______

Figura 2.11: Parabola dada por y = A?> — B\ + «, fonte: o autor.

B> — 4y

5 .

cada termo da desiguldade é positivo, elevando ao quadrado ambos os
termos se obtém

Isto implica na seguinte condi¢ao 1 — 'g Como

2 2
—4
1— é > u7
2 4
ou seja,
2 2
1— =
Bl+—7 >~
2
Dai, cancelando o termo — e reordenando os termos se chega a
segunda condi¢ao, dada por
1+~ >0 (2.3.23)

Entdo, combinando as duas condigbes (2.3.22-2.3.23) se obtém
que 2 > 147 > |f] é a condigdo necessaria para que A;2 € (—1,1).

Por fim, a condigao dada pela desigualdade (2.3.23) pode ser tra-
duzida em termos dos parametros bidticos do sistema original (2.3.8) —
ver pg.h5, uma vez que os elementos da matriz jacobiana deste sistema,
conforme obtido em (2.3.19), sdo dados por

of of
=a—by,, -—=—bx,

99 =dy et — +dz

axn ny ayn n
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dai,

= a— byn *bIn

Desta forma, para o ponto de equilibrio P; = (0, 0) o jacobiano

em (2.3.24) se torna J; = ( a _2 ) eem P = (%, %) o jacobiano

0
0 ;l)c
se torna Jy = ad d
> 0

Agora, para cada jacobiano obtido, levando na condicao de esta-
bilidade obtida 2 > 1+~ > ||, em que S ¢é o trago do jacobiano e v é
o determinante do jacobiano, entdao em P; vem 1 = a — c e 71 = —ac,
dai 2 >1—ac>|a—c.

Uma vez que a e ¢ sao constantes positivas, entao ha trés possi-
bilidades a serem consideradas

(i) Se a—c¢> 0= a > ¢, entdo se tem que
2>1—ac>a—c=2+ac>1>a+cla—1)

Neste caso, lembrando que a é a taxa de crescimento da po-
pulagao de presas e ¢ é a taxa de decrescimento da populagao
de predadores, entdao a estabilidade do ponto P, = (0, 0), de-
pende apenas destas duas taxas e serd estavel (atrator) se, e s6
se, 2+ ac > 1> a+ c¢(a—1). Caso contrario, o ponto P, sera
instével (repulsor);

(ii) sea—c=0=a=c, entaose tem que 2 >1—a? > 0= 2+a* >
1>a?=a<1,ouseja, sea=cel<a<1oponto P, =(0,0)
sera estavel (atrator) e serd instavel (repulsor) se a > 1;

(ili) sea—c < 0= a < c entdo se tem que 2 > 1 —ac > c—a =
24 ac > 1> c+a(c—1). Novamente, a estabilidade do ponto
P, = (0, 0) depende apenas das taxas a e ¢ e serd estavel (atrator)
se, e 80 se, 2+ ac > 1 > ¢+ a(c —1). Caso contrario, o ponto P
seré instavel (repulsor).

No caso do ponto de equilibrio P, = (E, g), levando o resultado

do jacobiano J; na condigao de estabilidade obtida 2 > 1+ v > |5,
adbe

bd = ac.

Uma vez que os pardmetros a, b, ¢ e d sao todos positivos, entao
para o ponto de equilibrio P, se tem que 2 > 1+4+ac > 0= 0 < ac < 1.

entao se tem que fo =0 e v =
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c oa
Neste caso, o ponto P, = (&, 5) serd estavel desde que ac < 1, 0

que envolve novamente uma relagao entre os dois parametros bioticos
a e ¢ para a estabilidade de P, neste modelo discreto. Sera neutro se
ac =1 e repulsor se ac > 1.

2.3.1 Um exemplo de presa-predador discreto nao linear

Um caso interessante que envolve a dindmica populacional do
modelo presa-predador, dado pelo sistema de equagoes de diferencas
(2.3.25):

Tpyl = axy — bxyyy,
(2.3.25)

Yn+1 = _Cyn“‘dxnym

em que x, € Y, Sao, respectivamente, as populagoes de lebres e linces.
Os parametros a e d representam as taxas de crescimento para cada
populagdo, enquanto os parametros b e ¢ representam as taxas de ini-
bi¢ao para cada populagao, sendo que no instante ty = 0, os valores de
o € Yo sao, respectivamente, 30 e 10.

Além disso, considerando para os valores dos parametros de lebres

e linces no sistema (2.3.25), com base nas seguintes relagoes a = 10b+1,
_ 1 _ _ 2 . . . ~ 1

b= 150, ¢ = 1—32d e d = 5554, fol feita uma simulagao para

n={1,2, -, 200}, que estd apresentada nas figuras 2.12 e 2.13, cujo

intervalo entre n e n+ 1 equivale a 1 ano, ja que o periodo reprodutivo

ocorre uma vez por ano.

Com base nos dados bidticos as matrizes para analise de estabili-

dade dos pontos de equilibrio P; = (0,0) e P, = (g, %) ~ (0.1, 1610)
520
161 0 0 1
J, = | 160 1 2= 161000 160000
3201 / (0,0 3201 (5.9)
1 161

Assim, para J; os autovalores sao: A\, = ——— e Ay, = —,
_ batah1 v T T301 C 7 T 160
ou seja, |A,| < 1 enquanto |Ag,| > 1 o que indica o ponto (0,0) como

sendo ponto de sela.
1 161 1 161
— A\ eXy = A/ .
4V 32010 4V 32010
Neste caso, como os autovalores sao imaginéarios puros, existe uma 6r-
bita atratora, ja que |A,| < 1 e |Ag,| < 1. Como evidencia o grafico da

Ja para J; os autovalores sao: Ay, =

Valores aproximados.
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figura 2.12 (diagrama de fase), cujo comportamento oscilatorio de cada
populagao indica a estabilidade do sistema (2.3.25), com uma orbita
atratora como ciclo limite, tendo como centro o ponto de equilibrio nao
trivial.

Figura 2.12: Diagrama de fase para as populagdes de lebres e linces, sendo
que n € [0,110], fonte: o autor.

O grafico da figura 2.13 mostra o processo evolutivo ao longo
do tempo para as duas populacoes, mostrando o processo oscilatorio
de ambas as populagdes, com um valor maximo e minimo para cada
populacao, gerando amplitudes distintas para cada populagao.
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Figura 2.13: Evolugao temporal das populagoes de lebres z(n) e linces y(n),
sendo que n € [0,110], fonte: o autor.

Este modelo adotado apresentou melhores resultados para a di-
namica populacional de lebres e linces, tendo em vista que os valores
para cada populac¢ao se manteve no primeiro quadrante conforme apre-
sentado no diagrama de fase (ver fig. 2.12). Diferentemente do modelo
considerado no caso linear (sistema 1.4.98 na pg.42), em que aparecem
valores negativos para ambas as populagoes.

2.3.2 Um modelo em epidemiologia discreto nao linear

A maioria dos modelos que tratam de problemas em epidemiolo-
gia, pressupoem o processo de varia¢ao continua no tempo [13, 20]. No
entanto, boa parte dos dados reais disponiveis de processos epidemi-
ologicos sao fornecidos de forma discreta no tempo, como no caso da
pandemia de Covid-19, cuja divulgagao dos dados era feita (e continua
sendo) de forma diaria.

Neste sentido, seria mais interessante tratar o problema com o uso
de equagoes de diferencas, através de um modelo discreto, semelhante
ao apresentado em [22] sem a inclusdo da classe de individuos expostos
e sem a estratégia de vacinagao consideradas no citado trabalho.

Aqui, o modelo foi adaptado para o caso SIR (suscetivel-infectado-
recuperado), em analogia aos que foram utilizados para o caso continuo
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pelos pesquisadores durante o periodo da pandemia, para avaliar a evo-
lugéo da doenga [7].

Modelo SIR discreto

Em [7], os autores usaram estimativas da taxa de fatalidade por
infecgao (TFI) da Covid-19 para prever a evolugao da doenga no Brasil.
Para isto, ajustaram os parametros do modelo STR utilizando os da-
dos oficiais de falecidos disponiveis pelos 6rgaos governamentais. Além
disso, analisaram o impacto das politicas de distanciamento social nos
parametros de transmissao da doenca.

O modelo a seguir foi adapatado para o caso discreto, conside-
rando a unidade de tempo como sendo 1 dia e os pardmetros utilizados
na simulagao da evolugao da Covid-19 no Brasil, foram estimados de
acordo com aqueles apresentados em [7].

Com base no modelo classico de suscetivel-infeccioso-recuperado
SIR (ver [3]), se pode construir o modelo dado pelo sistema de equagoes
(2.3.26)

Sip1— S = —aS|T,
]t+1 — It = oSl — ﬁ[7 Vit e [O, T] (2326)
Ry — R = BI.

em que S, I e R sao, respectivamente, as proporgoes de suscetiveis,
infecciosos e recuperados presentes na populagao ao longo do tempo.
Os parametros « e 3 sdo ambos positivos e representam as taxas de
infeccao e de recuperacao, respectivamente. Observe que estas equagoes
formam um sistema de equacoes acopladas.

Resultados obtidos

Na simulacao que serd apresentada a seguir, foi considerado que
no instante ty = 0, para uma populagao de 220 milhoes de habitantes
os valores para S, I ¢ R foram Sy = 1—1Iy; Iy = 2x107° ¢ Ry = 0, cujos
valores sao dados em termos da proporcao em relacao a populacao, ou
seja, a proporgao em relagao a 220 milhoes de habitantes.

Além disso, foram feitas as estimativas para o = 0.2571, a taxa
de infecgao, e 5 = 0.0378, a taxa de recuperagao, com base nos dados
obtidos na época de inicio da pandemia.

Entao, com base nestes valores foi feita a simulagao da evolugao
da doenca, apresentada na figura 2.14 a seguir.
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Figura 2.14: Grafico com os resultados da simulacao de Covid-19 para um
periodo de 150 dias, das propor¢oes de sucetiveis S(t), infectados I(t) e
recuperados R(t), em relagao a uma populacao de 220 milhdes de habitantes,
fonte: o autor.

Conclusoes

O grafico apresentado na figura 2.14 mostra o declinio da popula-
cao de suscetiveis, crescimento seguido de decrescimento da populagao
de infecciosos (primeira onda) e crescimento de recuperados. No en-
tanto, é necessario ressaltar alguns pontos, como se segue.

— Os valores estimados para os parametros o e [3 foram obtidos
a partir de dados oficiais durante o periodo de confinamento e
distanciamento social, em que houve maior redug¢ao no contato
entre suscetiveis e infectados.

— Para este modelo, se pressupoe que individuos recuperados nao
se tornariam suscetiveis a doenga, o que nao ocorre no caso de
Covid-19, em que os individuos recuperados podem se reinfectar
diversas vezes.

— Um modelo simples que poderia servir no caso da Covid-19, seria
o modelo SEI (suscetivel-exposto-infectado), mas que é menos
utilizado pela comunidade de satde publica.

Portanto, cabe ressaltar que o interesse em apresentar este mo-
delo seria mais do ponto de vista didatico nestas notas, cuja aplicacao
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seria mais viavel no caso de doencas contagiosas em que o individuo
recuperado nao apresentaria a doenga novamente, como por exemplo
no caso do sarampo ou cachumba.

2.3.3 Problema

Determine os pontos de equilibrio para o sistema 2.3.26 — pg.64
e com base no que foi feito para o estudo de estabilidade, isto é, a
condigao dada por (2.3.21), faga o estudo de estabilidade para os pontos
encontrados.

2.4 Exercicios de revisao

1. Para as equagoes de diferengas indicadas a seguir, encontre os
pontos de equilibrio e determine a condigao de establilidade para
os pontos encontrados.

(a) -
a) Tpi1 = ;
n 1 n xn>
(b) xpy1 = x,€*", com a € R constante;
K
(¢) Tpi1 = — 5 com «a, 3, K € R constantes.
a+ —
Ty,

2. Determine a condigao de estabilidade nos seguintes casos

1+V5
2 )

(a) @41 = —22(1 — z,), com z* =

1
——  comz*=v2-1;
24z,

2 com ¥ = e.

n’

3. Frequentemente, um modelo usado para descrever o crescimento
de populagoes de peixes se baseia numa equagao empirica deno-
minada equagdo de Ricker. O modelo para populagoes discretas
¢é dado por

(b) LTp4+1 =

(¢) Tpr1 =a,Inzx

P,i1 = aP,e P,

Nesta equagao, a representa a taxa maxima de crescimento, equanto

B representa a inibicao de crescimento devido a superpopulacao.

Mostre que o ponto de equilibrio para esta equagao ¢ dado por
Ina

F=3

e determine a condi¢ao de estabilidade para P*.
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4. Em 1978, May [24] publicou um artigo propondo um modelo para
o sistema parasitdide-hospedeiro, baseado no modelo de Nicholson-
Bailey, no qual apresentou uma complexidade intermediéria incor-
porando irregularidade ambiental, conforme as equagoes indicadas
pelo seguinte sistema

P\’
Hn+1 - QSHTL <1+a/6, >

n+1
Pn+l = Hn_

¢

cujos parametros bidticos a, 8 e ¢ sao todos positivos.

Determine o ponto de equilibrio deste sistema e a sua condig¢ao de
estabilidade.
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