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1.7 Notas bibliográficas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Prefácio

A geração de malhas é utilizada em diversas áreas, tais como computação gráfica,
projetos industriais, aplicações médicas, modelagem de meio porosos, modelagem de
objetos deformáveis, modelagem molecular, v́ıdeo games, indústria de filmes, pro-
cessamento de imagens, sistemas de informação geográfica e análise de propagação
de rádio. A geração de malhas é particularmente importante na resolução numérica
de equações diferenciais parciais pelo método dos volumes finitos. Malhas também
são utilizadas em discretizações por elementos finitos, que é uma ferramenta central
em computação cient́ıfica.

Como um tópico da geometria computacional, a geração de malhas também é
interdisciplinar. Por isso, profissionais e estudantes de diferentes áreas do conheci-
mento podem considerar este texto útil para obterem conhecimentos sobre termos
e conceitos básicos em geração de malhas, com enfoque em malhas triangulares.

Um dos objetivos buscados ao escrever este livro foi fazer, dentro do posśıvel,
com que o leitor não necessite consultar outras fontes para entender os conteúdos
descritos. Por isso, não são necessários conhecimentos aprofundados em assuntos es-
pećıficos para entendimento dos conceitos abordados; apesar de que conhecimentos
básicos de geometria, de geometria computacional e de métodos numéricos poderão
contribuir para o entendimento dos conteúdos. Com isso, graduandos a partir da
segunda metade do curso em diante ou que tenham cursado disciplinas básicas de
Geometria Anaĺıtica, Cálculo Numérico e Projeto e Análise de Algoritmos poderão
acompanhar sem dificuldades os conteúdos descritos. Mesmo assim, como mui-
tos termos básicos são explicados no texto, os assuntos podem ser compreendidos
mesmo por quem não tenha cursado ainda essas disciplinas. Logo, a inclusão des-
sas explicações podem ser úteis a leitores menos experientes; embora esses trechos
possam ser considerados triviais por leitores com alguma familiaridade em geração
de malhas. Por outro lado, desenvolvimentos recentes em geração de malhas tri-
angulares são abordados. Dessa forma, leitores mais experientes em geração de
malhas poderão considerar o texto útil também. Além disso, após a apresentação
de conceitos básicos em geração de malhas triangulares, fontes são citadas para que
o leitor possa obter conhecimentos em tópicos espećıficos, de forma atualizada, mais
aprofundada e mais abrangente do que descrito neste texto.

Este texto foi dividido em cinco caṕıtulos. Naturalmente, são abordados con-
ceitos básicos sobre malhas no primeiro caṕıtulo deste texto. Como continuação do
caṕıtulo introdutório, técnicas para adaptação de malhas são descritas no caṕıtulo
2. Métricas para avaliação da qualidade de triângulos são abordadas no caṕıtulo 3.
A triangulação de Delaunay e o diagrama de Voronoi são descritos no caṕıtulo 4.
Finalmente, representações de malhas triangulares são apresentadas no caṕıtulo 5.

Como descrito, o livro não esgota o assunto em geração de malhas triangulares
e, como indicado já em seu t́ıtulo, é apenas uma introdução. Desde já, agradece-
mos as sugestões para a melhoria do texto que venham a ser encaminhadas para
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Caṕıtulo 1

Malhas

1.1 Introdução

Malhas são utilizadas em várias aplicações em diversas áreas da Ciência e da En-
genharia: computação gráfica, projetos industriais, aplicações médicas, modelagem
de meio porosos, modelagem de objetos deformáveis, modelagem molecular, v́ıdeo
games, indústria de filmes, processamento de imagens, sistemas de informação ge-
ográfica e análise de propagação de rádio são apenas algumas das áreas em que
malhas são utilizadas. Malhas também são utilizadas em discretizações por ele-
mentos finitos, que é uma ferramenta central em computação cient́ıfica. Em mais
detalhes, com determinados métodos numéricos, equações diferenciais ou ı́ntegro-
diferenciais são resolvidas ao se substituir as derivadas ou integrais por expressões
algébricas que envolvem a função incógnita. Isso significa que uma forma de se resol-
ver as equações é discretizar as equações do modelo matemático, isto é, realiza-se
uma aproximação da solução do problema por meio de um sistema de equações
lineares que envolve um número finito de incógnitas. Dessa forma, as equações
matemáticas são convertidas em formas adequadas para computação digital. Isso
é chamado de discretização por envolver a criação de um modelo discreto, em que
a solução é uma aproximação da solução do modelo cont́ınuo original. Com isso,
a solução aproximada de equações diferenciais parciais por um método de discre-
tização, como os métodos dos elementos ou dos volumes finitos, requer, primeiro,
a discretização das equações para substituir as equações diferenciais cont́ınuas por
um sistema de equações algébricas. A discretização é realizada pela conversão do
domı́nio da solução do modelo matemático em um número finito de pontos. Es-
ses pontos podem ser conectados entre si e essas conexões podem ser de diversas
maneiras, de forma que geram subdomı́nios geometricamente simples e limitados.
Esses pontos e suas conexões formam uma malha computacional e a geração dessa
malha é o primeiro passo da computação. As soluções aproximadas nos vários sub-
domı́nios podem ser colocadas juntas para fornecerem uma solução aproximada do
domı́nio computacional inteiro. O domı́nio computacional é onde o fenômeno f́ısico
em estudo ocorre e evolui. A discretização é, portanto, a substituição do modelo
matemático (cont́ınuo) por um conjunto finito de equações algébricas lineares.

Geometricamente, os subdomı́nios gerados na discretização são politopos, isto é,
são primitivas geométricas no espaço euclidiano: intervalos no espaço unidimensio-
nal, poĺıgonos no plano ou poliedros no espaço tridimensional. Em termos simples
um poĺıgono é uma figura plana limitada por segmentos de reta não alinhados na
mesma reta e que se fecham. Por sua vez, poliedro é um sólido geométrico tri-



2 Malhas

dimensional, cuja superf́ıcie é composta por um número finito de faces poligonais,
formadas por três ou mais arestas. Um conjunto de politopos é uma malha (compu-
tacional). Isso significa que uma malha é um conjunto de pontos, e suas conexões,
distribúıdos ao longo de um campo de cálculo para a solução numérica de um con-
junto de equações diferenciais parciais, ou seja, é a discretização geométrica do
domı́nio de um problema. Esses politopos são chamados de células no método das
diferenças finitas, de elementos no método dos elementos finitos ou de volumes no
método dos volumes finitos. Especificamente, o termo volume é adimensional no
contexto desse método.

Conceitos básicos sobre malhas são descritos no restante deste caṕıtulo intro-
dutório. Malha é definida na seção 1.2. A geração de malhas é abordada na seção
1.3. Na seção 1.4, são apresentados conceitos básicos sobre métodos de discre-
tização. Na seção 1.5, são apresentados conceitos sobre conectividades e estruturas
de dados. Triangulações são abordadas na seção 1.6.

Como continuação deste caṕıtulo introdutório, técnicas básicas de adaptação de
malhas são abordadas no caṕıtulo 2. O foco deste texto é em malhas triangulares,
isto é, malhas (bidimensionais) formadas por triângulos. Com isso, métricas de
qualidade de triângulos são abordadas no caṕıtulo 3. A triangulação de Delaunay
e o seu dual geométrico, o diagrama de Voronoi, são explicados no caṕıtulo 4.
Finalmente, representações de malhas triangulares são apresentadas no caṕıtulo 5.

1.2 Conceitos básicos sobre malhas

Em determinado sentido, malhas computacionais são grafos em que o aspecto
geométrico é levado em consideração. Um grafo é um par G = (V,A), em que
V é um conjunto finito não vazio de objetos denominados vértices (ou pontos ou
nós) e A é um conjunto de pares não ordenados de vértices de V, denominados como
arestas [63]. O termo grafo é utilizado em áreas da matemática aplicada. Como o
aspecto geométrico é relevante nas aplicações de métodos numéricos, o termo malha
é comumente empregado no contexto de métodos numéricos. Com isso, é útil citar
alguns termos básicos sobre grafos e malhas: arestas são incidentes a vértices e, se
a aresta ab ∈ A, então, o vértice a é adjacente ao vértice b. O grau (ou valência) de
um vértice é o número de suas adjacências, ou seja, é o número de arestas incidentes
ao vértice.

Para se ter uma descrição técnica de malha, é útil que antes sejam definidos
alguns conceitos. A seguir, são definidas distância euclidiana entre dois pontos e
bola fechada.

Definição 1.1 (distância euclidiana entre dois pontos). A distância euclidiana
entre dois pontos p1 = (x1, x2, · · · , xd) e p2 = (y1, y2, · · · , yd), no Rd, define-se

como ||p1 − p2|| =
√∑d

i=1(xi − yi)2.

Definição 1.2 (bola fechada). No Rd, o conjunto de todos os pontos, com centro
no ponto c ∈ Rd, com uma distância menor ou igual que o raio r > 0, é a bola
fechada, definida como Bf (c, r) = {p ∈ Rd : ||p− c|| ≤ r}, no espaço euclidiano.

Nesse contexto, instâncias de uma bola são aresta e disco nos espaços unidimen-
sional e bidimensional, respectivamente. Como exemplo, se d = 2, então, pode-se
escrever c = (x, y) e Bf (c, r) = {(x′, y′) ∈ R2 : (x′ − x)2 + (y′ − y)2 ≤ r2}. Com
isso, pode-se, também, definir bola aberta.
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Definição 1.3 (bola aberta). No Rd, o conjunto de todos os pontos, com centro no
ponto c ∈ Rd, com uma distância menor que o raio r > 0, é a bola aberta, definida
como Ba(c, r) = {p ∈ Rd : ||p− c|| < r}, no espaço euclidiano.

No plano euclidiano, Ba(c, r) é o interior de uma circunferência centrada no
ponto c e de raio r ou, equivalentemente, o conjunto dos vetores no plano com
origem em c e com raio menor que r. Com esses conceitos, pode-se, também,
definir fronteira de uma bola.

Definição 1.4 (fronteira). A fronteira de uma bola d-dimensional, com centro no
ponto c ∈ Rd e raio r > 0, é chamada de esfera (d-1)-dimensional e definida como
S(c, r) = Bf (c, r)−Ba(c, r) = {p ∈ Rd : ||p− c|| = r}, no espaço euclidiano.

Como exemplo, um ćırculo é uma esfera unidimensional. Com isso, os conceitos
de domı́nios abertos e fechados podem ser também facilmente descritos. Em termos
simples, compreende-se domı́nio como o conjunto de entrada de uma relação entre
dois conjuntos.

Definição 1.5 (domı́nios abertos e fechados). Sejam um ponto c ∈ Rd, subconjuntos
Ω ⊂ Rd e Θ ⊂ Rd centrados em c, e uma curva fechada Φ seccionalmente cont́ınua,
em que Φ = Θ − Ω, isto é, Φ 6⊂ Ω e Φ ⊂ Θ. Os pontos da fronteira de Θ podem
ser definidos como ∂Θ = {p ∈ Rd : p /∈ Ω ∧ p ∈ Θ ∧ p ∈ Φ}. O subconjunto de
pontos Ω ⊂ Rd é dito um domı́nio aberto se, dado um ponto c ∈ Ω, então, existe
um subconjunto aberto de pontos centrados em c inteiramente contidos em Ω. Um
subconjunto Θ ⊂ Rd é dito domı́nio fechado se seu complemento Rd − Θ = {p ∈
Rd : p /∈ Θ} é aberto.

Com isso, em termos simples, um domı́nio fechado pode ser entendido como um
conjunto fechado e conexo, isto é, que não pode ser particionado em subconjuntos.
Ainda, curva é um mapeamento (uma função) c : R → A. Em termos simples,
uma curva é um conjunto de pontos homeomórfico a uma linha. Homeomorfismo
entre dois espaços topológicos A e B é um mapeamento σ : A→ B cont́ınuo e com
um mapeamento inverso σ−1 : B → A. Em termos simples, homeomorfismo entre
dois subconjuntos no espaço euclidiano indica que todos os pontos entre os dois
espaços são abrangidos. Por sua vez, seja um par (A, t(A)). Escolhas diferentes da
topologia t(A) de um espaço (um conjunto) A corresponde a estruturadas topológicas
diferentes de A. Agora, considere a definição de malha fornecida por De Floriani,
Kobbelt e Puppo [41].

Definição 1.6 (malha). Considere um politopo convexo de dimensão k como um
subconjunto do espaço euclidiano d-dimensional homeomórfico a uma bola de di-
mensão k, em que k ≤ d. Seja M um conjunto finito de politopos de dimensões he-
terogêneas e embutidos no espaço euclidiano d-dimensional, em que d é a dimensão
máxima dos politopos de M, tal que a fronteira de cada politopo em M forma uma
coleção de politopos de dimensões menores, pertencentes a M. Com isso, M é uma
malha de dimensão d se e, somente se, os interiores de cada par de politopos adja-
centes, de dimensão d de M, são disjuntos e qualquer politopo k de M, com k < d,
tem limite com pelo menos um politopo de dimensão d de M.

1.3 Geração de malhas

Procura-se encontrar uma divisão apropriada de um domı́nio cont́ınuo no processo
de geração de malhas. Na geração de uma malha adequada, leva-se em consi-
deração o custo de geração da malha, a precisão da aproximação e o desempenho



4 Malhas

da computação para obter a aproximação. Com isso, a malha deve ser gerada sob
várias restrições, que podem ser dif́ıceis de serem satisfeitas. Como exemplos, a
malha deve ser suficientemente densa para que a aproximação numérica seja precisa
e deve ser suficientemente refinada para se aproximar as alterações no gradiente
da solução. Entretanto, a malha não pode ser tão densa de forma que a solução
computacional tenha um custo computacional alto para ser obtida. Ainda, a dife-
rença de espaçamento entre politopos adjacentes da malha deve ser suave. A malha
deve ser gradual de forma que a diferença de área (ou volume) entre politopos não
seja grande, pois isso pode acarretar em instabilidade numérica. Também, no pro-
cesso de se alcançar a solução computacional, deve-se garantir uma continuidade
adequada da solução nas interfaces de cada par de politopos adjacentes.

A malha também deve ser gerada com eficiência computacional. Isso porque a
precisão de uma aproximação também pode ser prejudicada caso a escolha da malha
conduza a códigos computacionais excessivamente complexos.

A geração da malha é um passo cŕıtico em simulações numéricas porque a pre-
cisão e o desempenho da solução computacional, como em problemas que envolvem
velocidade ou pressão de cisalhamento, são afetados pela resolução da malha, pela
topologia da malha, isto é, malha regular (estruturada) ou irregular (não estru-
turada), abordadas na seção 1.5.2, na página 8, e pelo tipo de politopo, como
triângulos ou quadriláteros em domı́nios bidimensionais, tetraedros, elementos pi-
ramidais, prismas ou hexaedros em domı́nios tridimensionais. Isso é atribúıdo à in-
tegração da equação diferencial parcial que descreve o problema f́ısico no politopo.
Além de serem utilizados na modelagem de domı́nios bidimensionais, triângulos
e quadriláteros são utilizados também como malhas de superf́ıcie embutidas em
domı́nios tridimensionais, que são bastante utilizadas em computação gráfica e em
métodos de elementos de contorno, como exemplos. Malhas de triângulos ou de
tetraedros são mais fáceis de serem geradas do que malhas de quadriláteros ou de
hexaedros. Por outro lado, malhas de quadriláteros ou de hexaedros oferecem mais
precisão na interpolação e aproximação do que malhas de triângulos ou de tetrae-
dros. Entretanto, malhas de hexaedros podem ser extremamente dif́ıceis de serem
geradas para domı́nios geometricamente complicados [32, p. 3].

O sistema de equações lineares resultante da discretização da equação diferen-
cial parcial pode ser mal condicionado se o politopo da malha for de má qualidade.
Ocorre que, em malhas com politopos de má qualidade, como exemplos, com ângulos
próximos de zero ou π, a solução computacional sendo gerada durante as iterações
muda rapidamente, isto é, é altamente senśıvel, em resposta a variações peque-
nas dos valores dos coeficientes e dados do sistema de equações lineares resultante
da discretização da equação diferencial parcial. Consequentemente, erros de arre-
dondamento podem levar a aproximações irreais ou à instabilidade numérica. Isso
pode gerar aproximações inadequadas e o modelo numérico não é convergente se for
instável.

1.4 Abordagens de métodos de discretização

Em diferenças finitas, as derivadas das equações diferenciais parciais são represen-
tadas nos pontos por expressões algébricas obtidas por meio da expansão da série de
Taylor das variáveis da solução em vários pontos adjacentes ao ponto da avaliação.
Isso equivale a representar a solução por meio de polinômios entre os pontos [143,
seção P-1.1].

A abordagem por diferenças finitas, utilizando pontos discretos, está associ-
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ada, historicamente, com malhas cartesianas quadrangulares. Essa estrutura for-
nece pontos distribúıdos uniformemente na forma de quadrângulos e proporciona
uma forma fácil de identificação dos pontos adjacentes a serem utilizados na repre-
sentação das derivadas. O método das diferenças finitas não é, contudo, limitado
a malhas quadrangulares e tem sido aplicado em outros sistemas de coordenadas
anaĺıticas (ciĺındricas, esféricas, eĺıpticas etc.) que, ainda assim, formam malhas
regulares [143, seção P-2.1]. Optou-se por utilizar as expressões malha regular e
malha irregular em vez de malha estruturada e malha não estruturada, respectiva-
mente; pois, de certa forma, uma malha não estruturada possui uma determinada
estrutura. Esses conceitos são abordados na seção 1.5.2, na página 8.

De acordo com Cheng, Dey e Shewchuk [32, p. 10], a geração de malhas ir-
regulares para métodos de elementos finitos foi iniciada em 1970 com o artigo de
Frederick, Wong e Edge [52]. Na seção P-2, Thompson, Soni e Weatherhill [143]
explicam que a abordagem por elementos finitos foi utilizada pela natureza de sua
construção em politopos. De forma geral, essa abordagem é considerada adequada
para regiões irregulares. Uma malha com tais politopos pode ser gerada para pre-
encher qualquer região arbitrária e cada politopo é uma entidade em si própria e a
representação é em politopos, não entre politopos.

O esquema clássico no método dos elementos ou dos volumes finitos inclui os
seguintes passos para um caso simples em que um sistema de equações lineares é
resolvido.

1. Definição de um domı́nio computacional.

2. Construção da malha computacional.

3. Um passo de interpolação, em que os elementos finitos são constrúıdos a partir
dos politopos da malha.

4. Montagem de um sistema de equações lineares, baseada na conectividade entre
os elementos.

5. Resolução do sistema de equações lineares.

6. Término do método se a precisão da aproximação é suficiente ou se o número
de iterações ou um tempo limite é ultrapassado; ou adaptação da malha e
retorno ao passo 2, caso contrário.

Em métodos de discretização, como os métodos dos elementos, diferenças ou
volumes finitos, deve-se levar em consideração o tamanho da menor aresta na malha.
Politopos com arestas muito pequenas podem causar instabilidade nos métodos de
integração numérica utilizados em simulações dependentes do tempo. Isso significa
que há de se levar em consideração a estabilidade do método numérico utilizado para
resolver a equação discretizada. A integração numérica é tipicamente dependente da
condição Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) [33, 34, 35]. Essa condição tem a forma

C = ∆t
d∑
i=1

uxi

∆xi
≤ Cmax no caso d -dimensional, em que C é o número de Courant,

uxi
são as magnitudes da velocidade e cujas dimensões são comprimento/tempo, ∆t

é o passo de tempo e ∆xi são os comprimentos do intervalo espacial. O valor Cmax
depende do método numérico utilizado, especialmente se a abordagem é expĺıcita
ou impĺıcita. Se uma abordagem expĺıcita (ou marchante) é utilizada, um valor
t́ıpico é Cmax = 1. Abordagens impĺıcitas, em que se obtêm um sistema de equações
lineares, são, geralmente, menos senśıveis à instabilidade numérica e um valor maior
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de Cmax pode ser utilizado. De forma intuitiva, a condição CFL implica que o passo
de tempo deve ser pequeno de forma que o ponto de avaliação de um politopo no
passo de tempo seguinte não ultrapasse o comprimento do politopo no passo de
tempo corrente, para Cmax ≤ 1. Para Cmax > 1, o ponto de avaliação poderá
ultrapassar mais de um comprimento de politopo em um só passo de tempo e isso
poderá causar instabilidade no método numérico utilizado. Com isso, o passo de
tempo é limitado pelo tamanho das arestas mais curtas da malha. Estabelecer um
passo de tempo muito pequeno pode acarretar em alto custo computacional em uma
simulação.

1.5 Conectividades

Uma malha pode ser composta por politopos de diferentes formas. Dependendo da
aplicação, os politopos devem satisfazer propriedades espećıficas.

Os politopos de uma malha são os seus componentes básicos e são definidos
pela sua natureza geométrica e uma lista de vértices. Essa lista, se considerada
com algumas convenções, permite a definição completa do politopo, incluindo a de-
finição de suas arestas e faces (em malhas tridimensionais). Em relação à natureza
geométrica, no plano euclidiano, politopos podem ser triângulos, quadriláteros etc.;
no espaço euclidiano tridimensional, podem ser hexaedros, tetraedros e os menos
comuns, prismas e elementos piramidais. De modo geral, prismas e elementos pi-
ramidais são menos utilizados porque apresentam dois tipos de faces, triângulos e
quadriláteros, e isso pode gerar malhas não conformes.

As malhas podem ser classificadas, principalmente, de acordo com a sua conec-
tividade, definida a seguir.

Definição 1.7. (conectividade de um politopo) A conectividade de um politopo é a
definição das ligações (conexões) entre os vértices ao ńıvel do politopo.

Essa conectividade possibilita a descrição da topologia desse politopo. Dessa
forma, a topologia de um politopo de uma malha é a definição das relações entre
seus vértices, arestas e faces.

A seguir, malhas uniformes, não uniformes e conformes são abordadas na
subseção 1.5.1. Topologia de malhas são abordadas na subseção 1.5.2.

1.5.1 Malhas uniformes, não uniformes e conformes

As malhas podem ser classificadas como uniformes ou não uniformes. Uma ma-
lha uniforme é, como o nome indica, constitúıda por vértices que são distribúıdos
de maneira uniforme no domı́nio. Veja um exemplo de malha uniforme com 64
poĺıgonos na figura 1.1.

Uma malha uniforme pode ser pouco conveniente se a solução do modelo ma-
temático varia muito entre os pontos na solução numérica. Uma forma de se resolver
isso é, evidentemente, usar mais pontos, de modo que o espaçamento entre os pon-
tos seja reduzido. No entanto, isso pode gerar grande esforço computacional, já
que haverá mais pontos onde as equações devem ser avaliadas, ao se utilizar uma
malha com espaçamento uniforme entre os pontos. Ainda, o aumento de pontos
na malha pode ser demasiado se os pontos forem igualmente espaçados e fortes va-
riações ocorrerem na solução em regiões variadas e dispersas do campo de cálculo,
uma vez que muitos pontos serão desperdiçados em regiões de pequena variação
da solução do modelo matemático. Uma alternativa natural é distribuir os pontos
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Figura 1.1: Exemplo de malha uniforme, regular e conforme.

com espaçamentos diferentes. Com isso, gera-se uma malha com espaçamento não
uniforme entre os pontos, isto é, os vértices da malha são distribúıdos de maneira
não uniforme no domı́nio [143, seção P-1.1]. As malhas não uniformes são caracte-
rizadas pela ocorrência de refinamento adaptativo, que é descrito na subseção 2.2,
na página 18. Exemplos de malhas não uniformes podem ser observados na figura
1.2.

Figura 1.2: Exemplos de malhas não uniformes, irregulares e não conformes. (Figuras
adaptadas de [102].)

A estrutura de dados para representar a malha e a codificação podem ser mais
dif́ıceis de serem realizadas em uma malha não uniforme do que em uma malha
uniforme. Para problemas com variações suaves na solução, é prefeŕıvel utilizar
uma malha uniforme em vez de uma malha não uniforme; pois, ao se utilizar uma
malha uniforme, é posśıvel obter uma solução tão eficiente quanto com uma malha
não uniforme.

Uma malha é conforme se satisfaz duas condições: i) a interseção entre quaisquer
dois politopos da malha ou é um conjunto vazio ou é um elemento geométrico
pertencente a ambos os politopos (uma face, uma aresta, um vértice) e ii) tal
elemento geométrico compartilhado é somente um e completo. Note que os vértices
internos de uma malha conforme podem não ter a mesma valência. Um exemplo de
malha conforme é mostrado na figura 1.1 e exemplos de malhas não conformes são
mostrados na figura 1.2. Ainda, um malha de superf́ıcie (conforme) é um manifold se
suas arestas internas são compartilhadas por exatamente dois componentes básicos
da malha ou somente por um se a aresta pertence à fronteira de uma superf́ıcie
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aberta.

1.5.2 Topologia de malhas

Malhas podem ser classificadas como regulares (ou estruturadas), irregulares (ou
não estruturadas) e versões h́ıbridas de malhas regulares e irregulares. A diferença
básica entre malhas regulares e irregulares é na forma da estrutura de dados que
descreve mais apropriadamente a malha. Em termos simples, estrutura de dados
é a forma de armazenamento e organização dos dados na memória do sistema de
computação.

Em geral, o desempenho da computação é em função da quantidade do número
de pontos de avaliação no modelo numérico e da quantidade de adjacências entre
os pontos. Com isso, busca-se um número mı́nimo de pontos de avaliação para
a precisão desejada na aproximação. A relação entre o número de vértices e o
número de politopos depende da topologia da malha e do tipo dos politopos. Se os
pontos de avaliação das equações forem nos vértices, então, o número de vértices
indica o número de graus de liberdade do modelo, ou seja, é o número de incógnitas
do sistema de equações lineares gerado na aplicação do método numérico. Em
um modelo mais genérico com m graus de liberdade por vértice, há m equações
acopladas, produzidas para cada vértice. Claramente, a utilização de uma malha
regular ou irregular depende da aplicação.

Malhas regulares

Uma malha regular é caracterizada por uma conectividade regular dos vértices e
pode ser expressa como uma estrutura de dados matricial (bidimensional, tridimen-
sional etc.). Em uma malha regular, a regularidade da conectividade da matriz que
representa a malha permite percorrer os vértices adjacentes a um vértice apenas
pelos ı́ndices da estrutura de dados e pode-se detectar as adjacências apenas ao
se verificar o arranjo do armazenamento da estrutura de dados. Em particular, o
mesmo número de politopos incide a cada vértice interior de uma malha regular.
Mais especificamente, uma malha regular de quadrângulos ou de hexaedros consiste
em um conjunto de coordenadas e conectividades de forma que a malha de poĺıgonos
ou de poliedros pode ser mapeada em uma matriz. Por exemplo, uma matriz tri-
dimensional Mi,j,k pode ser utilizada para armazenar as coordenadas dos pontos
de uma malha regular tridimensional, em que cada ı́ndice pode ser escolhido para
descrever e representar a posição dos pontos em uma direção. Com isso, os pontos
adjacentes ao ponto representado na entrada Mi,j,k são representados nas seguin-
tes entradas. Respectivamente, as entradas Mi−1,j,k, Mi+1,j,k, Mi,j+1,k, Mi,j−1,k,
Mi,j,k−1 e Mi,j,k+1 representam os pontos à esquerda, à direita, acima, abaixo, na
frente e atrás do ponto representado na entrada Mi,j,k.

Em geral, somente quadrângulos e hexaedros são utilizados em malhas regulares.
Exemplo de uma malha regular e conforme é mostrado na figura 1.1. Há autores
que denominam malha regular como grid , mas há autores que podem utilizar o
termo grid para se referirem a qualquer tipo de malha.

Thompson e Weatherhill [143, seção 1.2] explicam que malhas regulares forne-
cem uma representação natural das condições de contorno de derivadas normais e
permitem aproximações simples baseadas nas direções predominantes do problema,
por exemplo, paralelas ou normais a uma direção de fluxo ou limite. Malhas re-
gulares e conformes têm sido amplamente aplicadas, por exemplo, em dinâmica de
fluidos computacionais. Se o problema for em dinâmica de fluidos computacional e o
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movimento do fluido é altamente direcional, a utilização de uma malha regular com
poliedros bem organizados ao longo da direção principal do fluxo contribui para se
obter soluções numéricas adequadas. Uma malha regular com hexaedros alinhados
ao longo da linha central do fluxo apresenta arestas predominantemente alinhadas
com o fluxo. Um bom alinhamento entre as arestas da malha e o fluxo, como
em malhas regulares de hexaedros, apresenta baixos erros de difusividade numérica.
Em malhas regulares com hexaedros alinhados longitudinalmente, pode-se “esticar”
longitudinalmente os hexaedros sem degradar seus formatos, isto é, não há alteração
dos ângulos entre as arestas do poliedro ao se gerar malhas anisotrópicas. Por sua
vez, malhas de tetraedros não podem fornecer alinhamento de arestas com o fluxo
[43, p. 39-40]. Grosso modo, malhas isotrópicas não são associadas a uma direção
em particular e malhas anisotrópicas são associadas a uma direção em particular.

Uma malha regular também leva a uma estrutura simples do conjunto de dados
e permite a utilização de representações de divisões e fluxo direcional de tempo. O
processo de resolução de sistemas das equações lineares, que são gerados na aplicação
de métodos numéricos, como exemplos, pelos métodos dos elementos finitos, das
diferenças finitas ou dos volumes finitos, é simples e rápido em malhas regulares
(bem como em malhas irregulares), devido à facilidade em determinar as adjacências
dos vértices.

Uma das grandes vantagens resultantes da utilização de malhas regulares é que
sua implementação é relativamente simples. A principal desvantagem da utilização
de malhas regulares é o fato de que nem sempre é posśıvel garantir que uma malha
aceitável seja produzida com essa abordagem.

Malhas irregulares

Uma malha irregular é caracterizada por uma conectividade irregular, isto é, as
conectividades dos vértices não possuem uma estrutura regular em toda a malha.
Uma malha irregular não pode ser diretamente expressa como uma estrutura de
dados matricial (bidimensional, tridimensional etc.). O número de politopos inci-
dentes a um vértice interior da malha não é necessariamente constante em uma
malha irregular. Por isso, as adjacências de um vértice em uma malha irregular
devem ser explicitamente armazenadas. Exemplos de malhas irregulares são mos-
trados na figura 1.2. Métodos de discretização de equações de fluxo de fluidos que
são baseados em esquemas integrais, tais como volumes finitos ou elementos finitos,
são candidatos naturais para serem utilizados com malhas irregulares [143, seção
35.1].

A principal vantagem da abordagem irregular é que fornece uma forma con-
veniente para a discretização de domı́nios geométricos com formatos complicados
ou de fluxos com caracteŕısticas complexas. Dependendo do problema, uma malha
irregular pode permitir um número menor de politopos para cobrir o domı́nio em
relação a uma malha regular.

Métodos que utilizam malhas irregulares, naturalmente, oferecem a possibilidade
de incorporação de adaptações: uma malha irregular pode ser melhor adaptada para
a representação do domı́nio do problema se comparada a uma malha regular. Em
malhas irregulares, é posśıvel adicionar e remover vértices e politopos como a geo-
metria exigir ou em um esquema de adaptação de fluxo, como em fluxo de gradientes
ou em erros evolutivos [143, seção P-3.1]. Por outro lado, os métodos empregados
são bastante senśıveis à qualidade da malha empregada. Essa dependência é tão
grande que a qualidade da malha tem que ser levada seriamente em consideração.
Técnicas de adaptação de malhas são descritas no caṕıtulo 2.
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Por outro lado, a falta de quaisquer caracteŕısticas direcionais globais em uma
malha irregular torna a implementação do algoritmo de varredura dos pontos de
avaliação mais dif́ıcil de implementar do que em malhas regulares. Ainda, malhas
irregulares podem exigir um esquema de armazenamento mais complicado do que se
malhas regulares forem utilizadas. Isso ocorre porque, como descrito, as adjacências
nas malhas irregulares devem ser explicitamente armazenadas. Pode ser necessário
armazenar uma referência para cada um dos vértices adjacentes em todos os vértices
que compõem uma malha irregular. Ainda, para que não haja aumento de vértices
da malha e, consequentemente, aumento do custo computacional da resolução, pode-
se definir um movimento de vértices da malha para regiões com maior variação da
solução do modelo matemático ou na direção de um sistema de fluxo unidirecional.
Em geral, esse movimento de vértices “estica” longitudinalmente os politopos e pode
degradar o formato dos politopos de malhas irregulares ao alterar os ângulos entre
as arestas ou faces de um politopo. Por exemplo, em um problema de pressão de
cisalhamento, De Santis [43, p. 44] comparou o desempenho de malhas regulares
e irregulares. Esse autor mostrou que malhas irregulares de tetraedros e prismas
exigiram como seis vezes mais poliedros e o desempenho da utilização da malha
irregular foi 14 vezes pior em relação à utilização de malha regular de poliedros.
Ainda, o erro da malha irregular não diminuiu abaixo de 5%; mas o erro diminuiu
progressivamente com a utilização da malha regular. Com esse exemplo, tem-se uma
noção de que a escolha da topologia da malha é altamente dependente da aplicação.

Versões h́ıbridas

Uma malha semi-regular é obtida a partir de um refinamento adaptativo dos po-
litopos de uma malha inicialmente irregular. Refinamento adaptativo de malhas
é descrito na subseção 2.2, na página 18. Não devem ser gerados novos politopos
irregulares ao se refinar a malha. Portanto, uma malha semi-regular é regular em
partes e caracteriza-se por possuir alguns politopos irregulares que constitúıam a
malha inicial [41].

Em particular, uma malha regular multi-bloco é uma coleção de malhas irregu-
lares de blocos regulares. Mais especificamente, uma malha regular multi-bloco é
composta de vários domı́nios e cada domı́nio é uma malha regular.

1.6 Triangulações

Triangulações são utilizadas para representar partes do espaço cont́ınuo de uma
forma que permita a algoritmos numéricos computar caracteŕısticas do espaço. Há
uma utilização intensa de malhas triangulares. Antes de se apresentar uma definição
de triangulação, considere a definição de simplex a seguir.

Definição 1.8 (simplex ). Um simplex k-dimensional, embutido no espaço euclidi-
ano d-dimensional, é constitúıdo de pontos no espaço euclidiano k-dimensional que
pode ser expresso como a combinação convexa de k + 1 pontos afim-independentes.

Os pontos a1, a2, · · · , an ∈ R são afim-independentes se os k − 1 pontos
a2−a1, · · · , ak−a1 são linearmente independentes. Em especial, afim-independência
é independência linear ao se desconsiderar a origem. Em particular, no espaço eucli-
diano, instâncias de um simplex são: vértice (0-simplex ) no espaço zero-dimensional,
aresta (1-simplex ) no espaço unidimensional, triângulo (2-simplex ) no plano e te-
traedro (3-simplex ) no espaço tridimensional.
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Em uma malha de “simplexos” d -dimensionais, todo k -simplex, com k < d, é
gerado por um subconjunto de vértices de algum d -simplex [41]. Triângulo é o
poĺıgono mais simples no plano euclidiano: triângulos são os poĺıgonos fechados
com o menor número de vértices e arestas. Em especial, triângulo pode ser des-
crito como o conjunto de todos os pontos internos ao poĺıgono fechado e convexo
formado por três arestas e tetraedro é um poliedro convexo composto por quatro
faces triangulares, seis arestas, e cada três faces triangulares são incidentes a cada
um dos quatro vértices do poliedro. Considere a definição de triangulação de um
conjunto de pontos a seguir.

Definição 1.9 (triangulação de um conjunto de pontos). Seja um conjunto finito
de pontos V no plano euclidiano. Uma triangulação T é um conjunto finito de
simplexos (ou triângulos) no plano, tal que: i) V é o conjunto de vértices de T; ii)
para quaisquer dois triângulos t1, t2 ∈ T , t1 ∩ t2 = ∅ ou a interseção de t1 e de
t2, ou seja, t1 ∩ t2 = ab é elemento do conjunto de arestas de T, ou t1 ∩ t2 = a é
elemento do conjunto V; iii) ((ab = t1 ∩ t2)⇒ (t1 ∪ t2− ab = ∅))∧ ((a = t1 ∩ t2)⇒
(t1 ∪ t2−a = ∅)), isto é, os interiores de cada par de triângulos adjacentes é vazio;
iv) a união de todos os triângulos em T é a combinação convexa de V.

Em termos simples, uma triangulação é a partição de um domı́nio fechado em
triângulos. Veja um exemplo de triangulação na figura 1.3(b).

(a) Um conjunto de pontos
V.

(b) Uma triangulação de V. (c) Fecho convexo de V.

Figura 1.3: Pode-se obter uma triangulação a partir de um conjunto de pontos.

Em relação à conectividade e topologia de triângulos, uma numeração ordenada
dos vértices permite calcular a área da superf́ıcie de um triângulo em sentido posi-
tivo, ou direcional. Essa numeração permite avaliar, também, as direções normais
de cada aresta.

Pode-se gerar uma triangulação em qualquer conjunto de pontos. Se n pontos
são colineares, então, existem n − 1 arestas e zero triângulo (note que a definição
1.9 ainda é válida). Além disso, não existe uma só solução para a triangulação
de um conjunto de pontos. Porém, deseja-se que os triângulos possuam formatos
convenientes para a aplicação. Por isso, a qualidade da triangulação é importante.
Com isso, nos últimos 40 anos, foram propostos diversos métodos de geração de ma-
lhas triangulares. Exemplos de malhas triangulares não conformes, formadas por
triângulos retângulos isósceles e escalenos são mostrados nas figuras 1.4 e 1.5, res-
pectivamente. Em particular, em uma triangulação restrita, determinadas arestas
devem constar na triangulação, em que a fronteira do domı́nio é um exemplo.

Podem ser utilizados diferentes domı́nios na geração de uma triangulação. Os
domı́nios para malhas triangulares podem ser subdivididos em quatro tipos de
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Figura 1.4: Malha triangular não conforme, formada por 6668 triângulos retângulos
isósceles gerada com refinamento adaptativo [69].

Figura 1.5: Malha triangular não conforme, formada por 1697 triângulos escalenos gerada
com refinamento adaptativo [67].
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domı́nio de entrada [16]. Os quatro tipos de entrada e as definições dessas entradas
são os seguintes [16].

• Poĺıgono simples: o domı́nio é uma região poligonal fechada do plano e sua
fronteira é formada por arestas simples. A triangulação deve utilizar as arestas
da fronteira como arestas da triangulação. No entanto, arestas da fronteira
podem ser subdivididas e podem formar várias arestas colineares na trian-
gulação. Em mais detalhes, triangulação de um poĺıgono p é a decomposição
de p em triângulos por diagonais (que não se interceptam) entre vértices de p
e estão no interior de p.

• Regiões não cont́ınuas: essas regiões diferem do poĺıgono apresentado anteri-
ormente; pois, na fronteira podem haver regiões disjuntas.

• Conjunto de pontos: os vértices da triangulação são exatamente os pontos
de entrada e o domı́nio da triangulação pode ser considerado como o fecho
convexo dos pontos, definido a seguir.

Definição 1.10. (fecho convexo) O fecho convexo de um conjunto A =
{a1, · · · , an} em um espaço vetorial é o conjunto de todas as combinações
convexas de elementos de A, isto é, é o conjunto de todas as somas α1a1 +

· · ·+ αnan, com αi ≥ 0 e
n∑
i=1

αi = 1, para n arbitrário.

Em termos simples, o fecho convexo de um conjunto de n pontos é o menor
poĺıgono convexo que contém esses pontos. Veja a figura 1.3(c) para exempli-
ficação de fecho convexo de um conjunto de pontos.

• Planar straight line graph (PSLG, ou grafo planar com arestas não curvas):
a entrada é um conjunto de vértices e segmentos de reta no plano que se
intersectam somente nos vértices. Os segmentos devem estar presentes na
triangulação final e devem ser utilizados como arestas na triangulação, apesar
de que, dependendo da aplicação, pode ser permitido que as arestas do PSLG
sejam subdivididas e formem várias arestas colineares na triangulação. Já
foram mostrados exemplos de PSLG, nas figuras 1.1 a 1.5, com exceção da
figura 1.3(a). Mostra-se um exemplo que não é um PSLG na figura 1.6, ao
considerar que os pontos estão destacados.

Figura 1.6: Um exemplo que não é um PSLG, pois há um laço, ocorre cruzamento entre
arestas e há uma aresta curva.
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Dois exemplos de triangulações são os seguintes. Uma triangulação gulosa é,
como o nome indica, uma triangulação que utiliza a abordagem gulosa para a
geração da malha. Ao se utilizar a abordagem gulosa no projeto de um algoritmo,
em termos simples, encontra-se, entre todas as alternativas em um determinado
passo do algoritmo, a alternativa que melhor atenda às condições naquele passo.
Não se pode garantir que sempre será encontrada a solução ótima do problema
quando se utiliza uma abordagem gulosa; mas, geralmente, projeta-se um algo-
ritmo eficiente para o problema [63]. Com essa abordagem, diversas variações de
algoritmos podem ser projetados. Uma delas é inserir arestas entre vértices mais
próximos até que o resultado final seja uma triangulação. Na figura 1.7, pode ser
observado um exemplo de geração da malha, utilizando-se a triangulação gulosa:
arestas são inseridas entre vértices mais próximos até se obter uma triangulação.
Um algoritmo guloso alternativo poderia ser projetado de forma a inserir uma pri-
meira aresta e, em seguida, arestas seriam inseridas a partir de vértices com arestas
incidentes, até se obter a triangulação final.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k)

Figura 1.7: Exemplo do processo de geração de malha utilizando a triangulação gulosa
em seis vértices. Note que, a cada passo, ocorre a inserção de uma aresta válida.

A triangulação MinMax foi proposta por Babuska e Aziz [5]. É necessário que
os ângulos dos triângulos que compõem a triangulação não sejam próximos a 180o

para a geração dessa triangulação.
Em termos simples, com a técnica avanço de fronteira (advancing front method),

a geração da malha irregular é realizada de forma progressiva, um politopo por vez,
tipicamente, a partir da construção de politopos na fronteira, em direção às regiões
internas do domı́nio. A região onde há novos politopos e região ainda sem politopos
é chamada de fronteira. Em geral, nesses métodos, politopos de ótima qualidade são
os primeiros a serem gerados, isto é, na fronteira do domı́nio, e os piores politopos
são os últimos a serem gerados, tipicamente, nas regiões mais internas do domı́nio.

1.7 Notas bibliográficas

Desde a publicação de Thompson, Warsi e Mastin [142], uma quantidade razoável
de livros inteiramente dedicados à geração de malhas tem sido publicada. Um livro
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sobre geração de malhas fortemente recomendado é Handbook of Grid Generation,
editado por Thompson, Soni e Weatherhill [143]: são 37 caṕıtulos e contribuições
de 30 outros pesquisadores, além de textos dos editores. Além dessa obra, outras
fontes excelentes sobre geração de malhas, em diversos aspectos importantes e não
abrangidos neste presente texto, são os livros Mesh Generation, application to Fi-
nite Elements de Frey e George [56] e Delaunay Mesh Generation de Cheng, Dey
e Shewchuk [32]. Em particular, três técnicas importantes no contexto de geração
de malhas triangulares não foram abordadas neste texto. Um exemplo de excelente
texto sobre triangulação de poĺıgonos é o caṕıtulo 3 do livro Computational Geo-
metry, de Berg e colaboradores [15]. Outra técnica importante e não abordada o
suficiente neste texto é avanço de fronteira. Exemplos em que essa técnica é descrita
em detalhes é no caṕıtulo 6 do livro de Frey e George [56] e no caṕıtulo 17 (e em
várias outras partes) do livro de Thompson, Soni e Weatherhill [143]. Ainda, outra
técnica importante e não abordada neste texto é varredura e o livro Computational
Geometry, de Berg e colaboradores [15] é um ótimo texto sobre o assunto.

As técnicas de extrusão e paving também não são abordadas neste texto por
serem mais utilizadas com malhas quadrilaterais. Ótimos livros que abordam ex-
trusão e paving são Mesh Generation, application to Finite Elements, de Frey e
George [56, p. 279], e Handbook of Grid Generation, editado por Thompson, Soni e
Weatherhill [143, P-3.2.3], respectivamente. Finalmente, definições básicas de con-
ceitos matemáticos são descritas em diversos livros, e o livro Dictionary of applied
math for engineers and scientists, editado por Previato [118], é um bom exemplo.

1.8 Exerćıcios

1. Explique o que são:

(a) bola fechada:

(b) bola aberta:

(c) domı́nio fechado:

(d) domı́nio aberto:

(e) fronteira de um domı́nio:

2. Explique os seguintes termos.

(a) Grafo:

(b) Vértices:

(c) Aresta:

(d) Adjacência:

(e) Incidência:

(f) Grau de um vértice:

(g) Valência de um vértice:

(h) Malha:

(i) Poĺıgono:

(j) Politopo convexo:

(k) Poliedro:
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(l) Politopo:

(m) Simplex :

3. Descreva as caracteŕısticas dos seguintes tipos de triângulos.

(a) Retângulos:

(b) Isósceles:

(c) Equiláteros:

(d) Escalenos:

4. Explique o que é combinação convexa.

5. Explique o que é fecho convexo de um conjunto de pontos.

6. Explique o que é homeomorfismo.

7. O fecho convexo de n pontos no espaço euclidiano d -dimensional é ho-
meomórfico a uma bola no espaço euclidiano d -dimensional ou no no espaço
euclidiano (d− 1)-dimensional? Explique.

8. Explique o que é um grafo planar.

9. Explique o que é um PSLG.

10. Explique a(s) diferença(s) entre malha e grafo.

11. Explique as diferenças entre os seguintes tipos de malhas.

(a) Malhas uniformes e não uniformes.

(b) Malhas regulares e irregulares.

(c) Malhas isotrópicas e anisotrópicas.

12. A utilização de uma malha irregular é sempre melhor que a utilização de uma
malha regular? Por quê?

13. Explique o que são malhas triangulares.

14. Cite três tipos diferentes de domı́nio para a geração de uma triangulação.



Caṕıtulo 2

Técnicas para adaptação de
malhas

2.1 Introdução

Com a adaptatividade de uma malha computacional, alterações na malha são rea-
lizadas à medida que a solução do modelo matemático é calculada. A utilização de
técnicas de adaptação é uma forma eficaz de se garantir uma solução numérica com
boa precisão em regiões cŕıticas do domı́nio a um custo computacional aceitável.
É importante que, com os critérios de adaptação, sejam resolvidas tanto as carac-
teŕısticas descont́ınuas da solução do modelo matemático, isto é, ondas de choque,
contato etc., quanto as caracteŕısticas suaves. Adaptações dinâmicas, juntamente
com o tratamento de configurações reais em três dimensões por meio de estruturas
de malhas compostas, são assuntos bastante investigados em geração de malhas
computacionais.

Em formas t́ıpicas de adaptatividade, a malha é localmente refinada pela in-
serção seletiva de vértices e/ou é movida para concentrar vértices em uma região
selecionada, com o objetivo de ser apresentada uma aproximação numérica ade-
quada à solução do modelo matemático. Essas adaptações podem reduzir oscilações
de resoluções inadequadas em gradientes grandes, permitindo representações ńıtidas
e adequadas de fronteiras de choques e de camadas limites, como exemplos.

Procedimentos computacionais permitem o cálculo de uma aproximação inicial
para a solução de um determinado problema. Essa aproximação, geralmente, é
melhorada com a adaptação da malha. Por exemplo, métodos podem ser utilizados
para prever as caracteŕısticas desejadas da malha, ou seja, o tamanho e a forma dos
politopos, de forma que uma nova malha adaptada possa ser gerada. O objetivo
final do processo de adaptação é definir as caracteŕısticas da malha ideal para ser
utilizada pelo método numérico. Como exemplo, isso pode ser definido como uma
malha em que o número de graus de liberdade necessário para se atingir um ńıvel
espećıfico de precisão é mı́nimo. Alternativamente, pode ser interpretado como a
malha em que um determinado número de vértices é distribúıdo de tal forma que a
maior precisão posśıvel é alcançada [143, subseção 35.4.1].

Em um processo adaptativo, a decisão fundamental consiste em determinar
quando e onde adaptar a malha. Para isso, é necessário um estimador de erro
que guiará o processo. É o valor do estimador que permite decidir quando se torna
necessário redefinir a malha para se continuar a simulação, quer por imposição de
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um erro máximo tolerável, quer pela própria malha não ser mais aceitável por con-
ter politopos demasiadamente distorcidos [92, p. 67]. A avaliação da qualidade em
malhas triangulares é um tópico relevante e isso é tratado no caṕıtulo 3.

Critérios de adaptação baseiam-se na avaliação do erro na aproximação da
solução das equações que regem ou são constrúıdos para detectar as caracteŕısticas
do modelo matemático em análise. Esses estimadores são intimamente ligados às
equações a serem resolvidas [143, seção P-3.3]. O erro calculado, estimado a partir
da aproximação corrente, é analisado para que se alcance uma distribuição espacial
ideal dos vértices da malha. Estimadores de erros sofisticados podem ser utilizados
para algumas classes de problemas. Os estimadores de erros podem ser aplicados
para fornecer uma solução numérica que pode ter um pré-limite sobre os erros de
discretização, que é a diferença entre a aproximação computada e a solução da
equação diferencial parcial [32, p. 5]. Cao, Huang e Russell [29] apresentam vários
exemplos de indicadores de erro.

A malha corrente é, então, modificada com o objetivo de atender, tão próximo
quanto posśıvel, a uma distribuição ótima. A malha resultante é utilizada para
produzir uma aproximação nova, em que o erro da aproximação deve ser diminúıdo
e o procedimento pode ser repetido várias vezes até que o usuário esteja satisfeito
com a qualidade da solução calculada [143, subseção 35.4.1]. Esse esquema é mais
empregado em malhas irregulares, em que, como exemplo, com a inserção de vértices
e as conexões subsequentes, as caracteŕısticas de formato dos politopos da malha
não são alterados.

Com o prinćıpio de equidistribuição [37], busca-se rearranjar os vértices de uma
malha de forma que uma determinada medida seja distribúıda equitativamente ao
longo de cada subintervalo da malha. Essa medida pode ser, por exemplo, uma
medida de erro da discretização que será comparada com a medida de um politopo
desejável, hipoteticamente ótimo. A diferença entre cada politopo da malha e o
politopo desejável será, aproximadamente, a mesma para todos os politopos exis-
tentes. Algumas restrições topológicas, como cantos não convexos em problemas
multidimensionais, podem impedir um movimento de vértices ideal. Por isso, não
se pode garantir que a equidistribuição seja satisfeita para todos os politopos da ma-
lha [105]. Thompson, Soni e Weatherhill [143, seção P-3.3] explicam que, uma vez
que um critério de adaptação é estabelecido, o prinćıpio de equidistribuição pode
ser atingido por meio de uma variedade de técnicas, como a inserção de vértices,
simplificação, movimento de vértices, remeshing ou combinações dessas técnicas.

Há três estratégias básicas que podem ser empregadas em malhas adaptáveis di-
namicamente, acopladas com as equações diferenciais parciais dos problemas f́ısicos:
refinamento e simplificação locais de vértices, abordados na seção 2.2; movimento
ou redistribuição de um número fixo de vértices, descrito na seção 2.3; aumento lo-
cal na ordem do método, comentado na seção 2.4. Claramente, combinações dessas
abordagens são posśıveis e combinações entre refinamento e movimento de vértices
são abordadas também na seção 2.4. Finalmente, a troca e o colapso de arestas são
abordadas na seção 2.5.

2.2 Refinamento e simplificação locais

No refinamento adaptativo de malhas no contexto de volumes finitos, ou refinamento
h no contexto de elementos finitos, vértices são inseridos localmente na estrutura
de vértices nas regiões do domı́nio onde é necessária uma aproximação melhor à
solução do modelo matemático, como em regiões de erro ou gradiente da solução
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relativamente grande. A inserção local de vértices pode ser realizada em qualquer
tipo de malha. O objetivo principal da inserção de novos vértices na malha, com o
refinamento adaptativo, é obter uma qualidade maior da solução numérica ao custo
do aumento do custo computacional nos cálculos. Em geral, se uniforme, a malha se
torna não uniforme com a inserção de vértices. Pontos também podem ser removidos
e, com isso, obtém-se uma simplificação da malha. Transformações topológicas são
operações que alteram a conectividade da malha ao remover elementos (vértices,
arestas etc.) da malha ou alterá-los de forma que fiquem com uma configuração
diferente da original. Os estudos sobre refinamento adaptativo de malhas começou
na década de 1970 e ainda é um tópico ativo de pesquisa. Publicações recentes no
assunto incluem Nie, Li e Wang [97], Goffin et al. [62], Baker et al. [6] e Gonzaga
de Oliveira, Kischinhevsky e Tavares [69].

O refinamento em malhas irregulares é mais fácil de ser implementado do que em
malhas regulares. Isso porque a inserção de vértices em uma malha irregular envolve
uma reconexão local dos politopos e a malha resultante tem o mesmo esquema da
malha inicial. Dessa forma, o método resolutor pode ser utilizado na malha refinada
como foi utilizado na malha inicial.

Em uma malha regular, em geral, a inserção de vértices poderá interferir na
regularidade no esquema matricial que representa a malha. Além disso, podem
ocorrer vértices não conformes. Portanto, refinar malhas regulares poderá exigir
uma modificação na base da estrutura de dados. Também, o surgimento de vértices
não conformes poderá exigir uma propagação do refinamento e, consequentemente,
um aumento exagerado no número de vértices na malha que, por sua vez, pode
acarretar em um custo computacional muito alto da resolução. Claramente, o re-
finamento de vértices em malhas regulares não é um processo tão natural como o
processo aplicado em malhas irregulares e, portanto, não é tão amplamente em-
pregado. Trabalhos foram desenvolvidos para implementar refinamento em malhas
regulares e os resultados mostram que os benef́ıcios obtidos podem não compensar
o esforço adicional das modificações na estrutura de dados e no método resolutor.
Veja detalhes sobre esse assunto na subseção P-3.3.1 de Thompson, Soni e We-
atherhill [143]. Pode-se utilizar, inicialmente, uma malha regular e uniforme e que
se torna não uniforme com adaptações sucessivas.

Uma vantagem da utilização do refinamento adaptativo por inserção de vértices é
que a estrutura original de vértices fixos é preservada. Na abordagem por inserção de
vértices em regiões de erro ou gradiente grande, não há, evidentemente, esgotamento
dos vértices em outras regiões da malha e, portanto, nenhum aumento formal de
erro ocorre. O erro global tende a diminuir já que o erro é reduzido localmente
na região em que houve o refinamento adaptativo. Claramente, o refinamento com
êxito aumenta a resolução de uma análise.

As desvantagens da utilização do refinamento adaptativo por inserção de vértices
são que o tempo de processamento e de armazenamento aumentam com o refi-
namento. Ainda, a estrutura de dados e a codificação podem ser complicadas.
Também, o refinamento adaptativo por inserção de vértices fornece um retorno
decrescente em refinamentos sucessivos.

Definido o politopo a ser refinado, deve-se, ainda, definir como o politopo será
refinado. Em particular, há diversas formas de se definir como subdividir triângulos
e algumas são descritas a seguir.

• Uma das primeiras propostas para se subdividir triângulos foi a de traçar a
mediana do triângulo, a partir do ponto médio da maior aresta, ou bisseção
do triângulo. A mediana de um triângulo é o segmento de reta que conecta
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um vértice do triângulo ao ponto médio da aresta oposta a esse vértice. Em
qualquer triângulo, uma mediana divide o triângulo em duas regiões de áreas
iguais. Em particular no triângulo retângulo, a mediana que parte do vértice
no ângulo reto divide a hipotenusa em dois segmentos do mesmo tamanho da
mediana. Essa subdivisão de triângulo, exemplificada na imagem à esquerda
da figura 2.1, é denotada como subdivisão 2T-LE (2-triangle longest-edge par-
tition).

Figura 2.1: Formas posśıveis de um triângulo ser subdividido: à esquerda, a subdivisão
2T-LE (2-triangle longest-edge partition); ao meio, a subdivisão 3T-LE (3-triangle longest-
edge partition); à direita, a subdivisão 4T-LE (4-triangle longest-edge partition), que é a
subdivisão por meio de particionar o triângulo pela mediana e, em seguida, subdividir os
dois triângulos resultantes também por suas medianas [122].

Para se manter a conformidade da malha com a subdivisão 2T-LE, também
deve-se subdividir o triângulo adjacente, isto é o triângulo que compartilha a
maior aresta com o triângulo refinado, a menos que a aresta esteja na fronteira
do domı́nio. Isso significa que o refinamento deve ser propagado até que uma
aresta dividida seja a maior aresta também do triângulo adjacente ou uma
aresta da fronteira seja dividida.

Essa subdivisão do triângulo faz com que a qualidade dos novos triângulos não
seja deteriorada em relação ao triângulo original. Rosenberg and Stenger [123]
provaram que os ângulos interiores não se tornam zero com esse esquema de re-
finamento. Stynes [135] demonstrou que os formatos dos triângulos produzidos
por sucessivas subdivisões pelo esquema 2T-LE tendem a ser próximos de um
triângulo equilátero. Ainda, Stynes [135] provou que os triângulos resultan-
tes satisfazem a uma propriedade de regularidade no formato dos triângulos.
Essas propriedades são compartilhadas por todos os esquemas baseados em
bisseção, como os esquemas 3T-LE e 4T-LE, exemplificados nas imagens ao
meio e à direita na figura 2.1, criando-se três e quatro triângulos, respecti-
vamente [64]. Velho and Zorin [148] apresentaram uma subdivisão 4-8, que
também utiliza a bisseção.

• Uma forma simples de se particionar um triângulo é inserir o ponto na co-
ordenada do centro da circunferência inscrita do triângulo e os três vértices
do triângulo são ligados a esse ponto, como exemplificado na figura 2.2. Com
isso, tem-se a vantagem de que sempre o ponto a ser inserido pertence ao
triângulo. A desvantagem dessa forma de se particionar um triângulo é que
os três novos triângulos podem ser de má qualidade.

• O circuncentro do triângulo também pode ser inserido. Circuncentro é o cen-
tro do circunćırculo do triângulo, que é o único ćırculo que passa pelos três
vértices do triângulo. Em termos simples, o circuncentro é a intersecção das
mediatrizes das arestas de um triângulo. O circuncentro é equidistante aos
três vértices do triângulo. Portanto, essa distância é o raio, ou circunraio, de



Introdução à geração de malhas 21

r

Figura 2.2: Inserção do centro da circunferência inscrita do triângulo. Esse ponto é
ligado aos três vértices do triângulo, formando três novos triângulos, que substituem o
triângulo original.

uma circunferência circunscrita ao triângulo, que tange seus vértices. Também
em termos simples, a mediatriz de uma aresta é a reta perpendicular a essa
aresta que passa exatamente no ponto médio da aresta. Claramente, a medi-
atriz de uma aresta de um triângulo é a reta que passa pelo ponto médio de
uma aresta do triângulo e também pelo seu circuncentro. A desvantagem de
se inserir o circuncentro é que o novo ponto pode ficar fora do triângulo e é
necessário procurar em qual triângulo está o novo ponto. Mesmo se o circun-
centro for externo ao triângulo, a solução numérica no triângulo original será,
eventualmente, melhorada.

• Outra forma de se particionar um triângulo é calcular os raios das cir-
cunferências inscrita (inraio) r e cincunscrita (circunraio) R e as coorde-
nadas dos respectivos centros xi e xc. As coordenadas do novo ponto são
xn = xc + (1− ρ)xi, em que ρ = 2r

R . Se o triângulo for equilátero, os centros
das circunferências inscrita e circunscrita coincidem, tem-se ρ = 1 e o circun-
centro é inserido. A desvantagem dessa abordagem é que o ponto também
pode estar fora do triângulo. O novo ponto pode estar próximo de uma aresta
ou de outro ponto e isso causará politopos de má qualidade. Pode-se decidir
ignorá-lo e prosseguir para o politopo seguinte a ser refinado.

• Powell e Sabin [117] mostraram várias formas de se particionar triângulos. São
mostradas algumas formas posśıveis de se subdividir um triângulo na figura
2.3. Na subdivisão mostrada na figura 2.3(a), pode-se inserir qualquer ponto
interior ao triângulo, criando-se seis novos triângulos. Na subdivisão mos-
trada na figura 2.3(b), que é uma generalização da subdivisão 4T-LE, pode-se
inserir qualquer ponto na maior aresta do triângulo, criando-se quatro novos
triângulos que substituem o triângulo original. Na subdivisão mostrada na
figura 2.3(c), os pontos médios das arestas são ligados aos pares e as medi-
anas também são traçadas. Essa subdivisão cria 12 novos triângulos. Na
subdivisão mostrada na figura 2.3(d), quaisquer pontos em cada aresta são
inseridos e ligados aos pares. Essa subdivisão cria quatro novos triângulos
que substituem o triângulo original.

• Outra subdivisão posśıvel de triângulo é traçar segmentos de reta dos vértices
do triângulo até seu baricentro, como mostrado na figura 2.4(a). Entretanto,
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Figura 2.3: Subdivisões de Powell-Sabin [117].

essa subdivisão pode piorar a qualidade dos triângulos resultantes em relação
ao triângulo original. O mesmo pode ocorrer com a subdivisão que cria seis
novos triângulos (figura 2.3(a)), como exemplificado na figura 2.4(b). De
forma similar, os triângulos resultantes podem ser de má qualidade com a
subdivisão que gera nove novos triângulos, como mostrado na figura 2.4(c).
Essa subdivisão divide cada aresta do triângulo em três partes de mesmo
tamanho e liga-os ao baricentro do triângulo, além de ligar o baricentro aos
vértices do triângulo. Veja o artigo de Plaza e Rivara [115], para detalhes
sobre essas subdivisões de triângulos.

(a) (b) (c)

Figura 2.4: Subdivisões ternárias de triângulos: (a) subdivisão ao inserir o baricentro e
ligá-lo aos vértices do triângulo, criando-se três novos triângulos; (b) subdivisão ao inserir
o baricentro do triângulo e ligá-lo aos vértices do triângulo e também aos pontos médios
das arestas, criando-se seis novos triângulos; (c) subdivisão das arestas em três partes
iguais e também inserção do baricentro do triângulo, ligá-lo aos seis pontos criados nas
arestas e também aos vértices do triângulo, criando-se nove novos triângulos.

• Ainda, outra subdivisão de triângulo é dividir cada uma das três arestas em
três partes iguais e ligar esses seis pontos ao baricentro do triângulo e, também,
traçar três novas arestas que ligam esses seis pontos aos pares em arestas
adjacentes, formando-se nove novos triângulos, como mostrado na figura 2.5
[56, p. 564].

Figura 2.5: Cada uma das três arestas do triângulo é dividida em três partes iguais e os
seis pontos são conectados ao baricentro do triângulo e, também, três novas arestas são
inseridas ao ligar os seis pontos aos pares entre arestas adjacentes, formando-se nove novos
triângulos [56, p. 564].
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Em termos simples, o baricentro é o centro de massa de um poĺıgono. Considere
a definição de baricentro de um simplex a seguir.

Definição 2.1. (baricentro de um simplex) O baricentro (ou centro de massa) de
um simplex composto pelos pontos a1, · · · , an é a1+···+an

n .

2.3 Movimento de um número fixo de pontos

No movimento de malhas no contexto de volumes finitos, ou refinamento r no con-
texto de elementos finitos, pontos são movimentados (ou redistribúıdos) de forma
que se concentrem nas regiões de erro ou gradiente relativamente grande da solução.
Isso significa que malhas móveis são adaptadas continuamente e vértices são movidos
na direção de regiões em que há maior variação na solução do modelo matemático.
Depois de se assegurar que há pontos suficientes na malha, o movimento de pon-
tos pode fornecer o mecanismo necessário para se alcançar uma resolução alta com
um custo computacional baixo. A seguir, nas subseções 2.3.1 e 2.3.2, são abor-
dadas caracteŕısticas básicas de movimento de malhas e a suavização laplaciana,
respectivamente.

2.3.1 Caracteŕısticas básicas de movimento de malhas

Nessa abordagem, os pontos são movidos de regiões com erro ou gradiente na solução
relativamente pequeno para as regiões de erro ou gradiente grande. A redistribuição
dos pontos deve ser realizada de forma a não diminuir seriamente o número de pontos
em outras regiões de posśıveis gradientes também significativos. Isso significa que
o aumento do espaçamento que ocorre em alguma região não deve piorar a solução
numérica nas outras regiões do domı́nio.

Com o movimento dos vértices da malha, a aproximação global não é melhorada
no sentido matemático formal [143, subseção 1.3.6.1]. A redistribuição adaptativa
dos pontos tem as suas ráızes no prinćıpio da equidistribuição de erros [143, subseção
1.3.6.4].

Essa abordagem de adaptatividade da malha pode ser, em geral, utilizada para
problemas transientes por causa da mobilidade da malha, que facilita lidar com
integradores de tempo. Entretanto, sua limitação está na dificuldade em definir um
intervalo de tempo adequado, uma vez que os pontos variam de posição ao longo
do tempo, podendo ocorrer o entrelaçamento de arestas. Ainda, a aplicabilidade
do movimento de malhas é limitada devido ao número fixo de graus de liberdade
e a uma conectividade fixa dos politopos da malha. Com isso, o movimento de
malhas é, tipicamente, utilizado para acelerar o processo computacional em vez de
ser utilizado para se alcançar uma precisão prescrita [105].

Como afirmam Huang e Russell [78], os métodos que utilizam malhas móveis, ou
simplesmente, métodos de malhas móveis, ainda estão em uma fase relativamente
inicial de desenvolvimento. Muitos deles estão em estágio experimental e, quase
todos, requerem uma justificativa matemática adicional. Como também explicam
esses autores, uma análise rigorosa dos métodos de malhas móveis, para resolver
equações diferencias parciais dependentes do tempo, só foi realizada para alguns
modelos simples de problemas e também afirmam que muitas formas de se melho-
rar sua eficiência e robustez serão, sem dúvida, desenvolvidos. Como, por exemplo,
ainda são necessários mais estudos numéricos sistemáticos de como se reduzir os cus-
tos na resolução de todo um sistema de malhas e equações diferencias parciais, bem
como estudos em como se equilibrar a adaptação espacial e temporal de uma malha.
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Explicam, também, que um fator importante nos métodos de malhas móveis está
na escolha adequada de uma função de densidade da malha. Essa função controla a
concentração de pontos da malha por meio do prinćıpio de equidistribuição e, tipi-
camente, avalia a dificuldade na aproximação numérica espacial do problema sendo
resolvido. De acordo com Huang e Russell [78], a seleção da função de densidade
da malha pode ser baseada na estimativa de erro de interpolação, na invariância de
escala ou em uma estimativa de erro a posteriori, com o limite ótimo para o erro
de interpolação ou o erro da solução, também obtido pela malha equidistribúıda
correspondente [105].

A abordagem por redistribuição tem as vantagens de não aumentar o tempo de
processamento e de armazenamento durante as iterações da resolução. As desvanta-
gens do movimento de vértices da malha são o posśıvel esgotamento da possibilidade
de se movimentar vértices em certas regiões e a posśıvel piora na qualidade dos po-
litopos. Hasssan e Probert [143, subseção 35.4.5] explicam que, em alguns casos,
a melhoria obtida pelo movimento de pontos pode ser mı́nima. Isso pode ocorrer
porque o algoritmo pode não permitir a inserção de novos pontos e, então, a quali-
dade da aproximação final é dependente da topologia da malha inicial. Por outro
lado, uma solução numérica pode combinar o movimento de pontos, o refinamento
adaptativo por inserção de vértices e a simplificação. Esses procedimentos devem
ser implementados para que ocorram de forma dinâmica, ou seja, aplicados em in-
tervalos regulares na simulação. Essa abordagem também oferece a possibilidade
de se utilizar o movimento de pontos e refinamento para, de forma independente,
capturarem as caracteŕısticas em análise.

2.3.2 Suavização laplaciana

Uma forma de melhoria da qualidade de malhas é por suavização. Suavização é
a tarefa de mover vértices para melhorar a qualidade dos politopos incidentes aos
vértices. A suavização não altera a conectividade da malha, isto é, a topologia da
malha.

Uma técnica para movimentos de vértices que é eficaz e aplicável a todos os tipos
de malhas baseia-se na formulação laplaciana ponderada. Essa técnica é chamada
de suavização laplaciana [80] no contexto de melhoria de qualidade de malhas e é
utilizada para reduzir a distorção de politopos ao ajustar a posição dos vértices.
A suavização laplaciana é chamada dessa forma por causa da sua interpretação
como um operador diferencial laplaciano finito [32, p. 28]. Essa técnica foi uma das
primeiras formas de se melhorar a qualidade de malhas e é, possivelmente, a técnica
mais simples e conhecida para suavização de malhas.

A forma básica de suavização laplaciana é mover um vértice para o baricentro
do poĺıgono formado pelos seus vértices incidentes. Isso é feito para todos os pontos
internos da malha. A suavização laplaciana opera heuristicamente e não garante
a melhoria da qualidade dos politopos. Essa técnica pode ser aplicada após outra
forma de adaptação da malha ter sido realizada, como a inserção de novos vértices
ou o movimento de vértices da malha.

Uma forma t́ıpica para a suavização laplaciana no plano euclidiano, aplicada no

ponto p é p′ = p+β

n∑
i=1

p(p,pi)(pi−p)
n∑

i=1
p(p,pi)

, em que a posição corrente do ponto é p = (x, y),

p′ é a nova posição do ponto p após a suavização, pi é um ponto adjacente ao ponto p
e β é um parâmetro de controle de intensidade de movimento, definido no intervalo
0 < β ≤ 1. A intensidade do movimento pode ser estabelecida de modo que, quanto
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mais β é próximo a zero, menos movimento dos vértices da malha ocorre e isso
poderá causar lentidão na definição da melhor malha para o problema, pois vários
passos podem ser necessários até que se tenha a malha desejada. Com β = 1, há um
movimento total dos vértices dado pela fórmula e isso poderá causar entrelaçamento
de arestas. Os somatórios são considerados sobre todas as n arestas ppi. A função
adaptativa de peso p(p, pi) entre os pontos p e pi pode ser considerada como uma
medida da atividade e formas posśıveis são mostradas a seguir.

• Uma abordagem t́ıpica é p(p, pi) = |φ(pi)− φ(p)|, em que φ(p) e φ(pi) são
valores da solução corrente nos vértices p e pi, respectivamente. Nesse caso,
as intensidades dos movimentos são consideradas localmente e regiões com
variações distintas podem ter movimentos de vértices com intensidades simi-
lares.

• Uma abordagem é mostrada por Thompson e Weatherhill [143, subseção

1.4.5.2], em que p(p, pi) = χ
∣∣∣φ(pi)−φ(p)
φ(pi)+φ(p)

∣∣∣, para 0 < χ ≤ 1. Nessa abordagem, é

necessário estabelecer também o parâmetro χ.

• Com o intuito de evitar posśıveis distorções de sucessivas iterações, Taubin
[137, 138] propôs utilizar p(p, pi) = |φ(pi)−φ(p)| e combinar duas suavizações

sucessivas: p′ = p + λ∆p e p′′ = p′ − µ∆p′, em que ∆p =

n∑
i=1

p(p,pi)(pi−p)
n∑

i=1
p(p,pi)

e os parâmetros quantificadores do movimento satisfazem 0 < λ < µ. Esse
esquema é chamado de suavização λ/µ. Taubin, Shang e Golub [139] analisa-
ram as propriedades desse esquema e mostraram como minimizar seu tempo de
execução. Kobbelt e colaboradores [81] propuseram utilizar a função λ/µ de
Taubin [137, 138] com λ = µ = 1, intitulando-a como suavização bi-laplaciana.

• Uma variação simplificada é p′ = p + β
(∆φ)max

n∑
i=1

(pi − p) · |φ(pi) − φ(p)|, em

que (∆φ)max é a variação máxima de |φ(pi) − φ(pj)| ao considerar todos as
arestas da malha. Nessa abordagem, tem-se a vantagem de movimentar os
vértices considerando-se uma medida de erro global, com a desvantagem de se
ter que encontrar a variação máxima de toda a malha. Gonzaga de Oliveira,
Oliveira e Chagas [71] mostraram que essa variação pode ser melhor que as
quatro primeiras opções. Isso porque o movimento é proporcional à variação
local da região, isto é, regiões com mais variação na solução têm vértices
movimentados com mais intensidade e regiões com menos variação na solução
têm vértices movimentados com menos intensidade.

A suavização laplaciana, geralmente, funciona bem em triangulações, mas não
é confiável para tetraedros, quadriláteros e hexaedros [32, p. 28]. Cheng, Dey e
Shewchuk [32, p. 28] também explicam que suavizadores baseados em otimização e
mais sofisticados que a suavização laplaciana começaram a ser publicados na década
de 1990 [28]. Apesar de ser um procedimento mais lento que a suavização laplaciana,
suavizações melhores são obtidas pelo algoritmo de Freitag, Jones e Plassmann
[53, 54, 55]. Em vez de movimentar o ponto para o baricentro do poĺıgono formado
pelos vértices adjacentes do ponto, o método baseado em otimização desses autores
computa, para cada ponto de Steiner, uma nova posição que maximiza o ângulo
mı́nimo em triângulos adjacentes. Os autores utilizaram um método de descida mais
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acentuada1 para resolver o problema da posição ótima do ponto. Em termos simples,
métodos de descida mais acentuada (steepest descent, ou ascent se o problema for
de maximização) é uma classe de algoritmos em que a direção tomada (o oposto do
gradiente no método original) é descendente, em busca de um mı́nimo local, a partir
de uma posição inicial arbitrária. Em mais detalhes, utiliza-se xk+1 = xk + λg, tal
como explicado a seguir.

• A função que se quer minimizar (min{f(x) : x ∈ Rn}) f : Rn → Rn está em
C1.

• O tamanho do passo λ deve ser um valor pequeno e é dependente de f(x).

• O vetor g indica a direção a ser tomada e é escolhido em direção a um
ponto de minimização a partir de uma posição inicial. O vetor g é sujeito
a min{∇f(x)d : ||d|| = 1}, em que ||d|| é a norma do vetor d. Quando
a norma euclidiana é utilizada, obtém-se o algoritmo original, que move na

direção oposta do gradiente, ou seja, d = − ∇f(x)
||∇f(x)|| . Nenhum vetor de direção

é solicitado para ∇f(x) = 0: o algoritmo para quando alcança um ponto
estacionário, ou seja, ∇f(x) = 0 [118].

Métodos de descida mais acentuada são algoritmos de primeira ordem porque
utilizam apenas a derivada primeira da função. Por sua vez, ao utilizar programação
linear generalizada, Amenta Bern e Eppstein [2] mostraram resolução em tempo
linear para o problema de movimento de vértices em malhas irregulares triangulares,
de quadriláteros e de tetraedros para otimizar formatos de elementos adjacentes.

2.4 Aumento na ordem dos polinômios das funções
de forma

Com o aumento na ordem dos polinômios das funções de forma, o método de solução
é alterado para uma aproximação de ordem superior nas regiões com erro ou gra-
diente relativamente grande na solução. Isso aumenta a precisão global, mas sem
alterar a distribuição geométrica. Essa abordagem é utilizada no método dos ele-
mentos finitos.

As vantagens dessa abordagem são que a distribuição de pontos e os graus de
liberdade não são alterados. Consequentemente, não há piora na qualidade da
malha e os custos computacional e de armazenamento da aproximação na nova
malha não aumentam em relação aos custos da aproximação da malha corrente. A
desvantagem é que a aplicação dessa abordagem pode ser mais complicada do que
com as outras abordagens comentadas.

O caṕıtulo 22 do livro de Frey e George [56] é inteiramente dedicado à adaptação
de malhas por métodos que alteram o grau na aproximação. Os autores também
mostram métodos que unem essa técnica com técnicas de inserção de vértices na
malha.

2.5 Outros tipos de adaptação de malhas

Existem várias operações que podem ser realizadas para melhorar a qualidade da
malha. Por exemplo, a troca de arestas, com enfoque na triangulação de Delaunay,

1Muitas traduções para steepest descent method são utilizadas e a escolhida aqui é método de
descida mais acentuada.
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é abordada na subseção 4.2.2, na página 43.
Outra técnica para melhorar a qualidade da malha é o colapso de uma aresta:

arestas de politopos de má qualidade podem ser exclúıdas. Se há politopos de
má qualidade, por exemplo, contendo ângulo menor que um limite estipulado pelo
usuário, é realizada uma tentativa de remover esses politopos. Uma forma de se
conseguir isso é por meio do colapso de um dos lados do politopo de má qualidade,
de forma que seus pontos se tornem coincidentes. Ao examinar um politopo, a
decisão de qual lado deve entrar em colapso é realizada ao se considerar cada lado
do politipo e examinar os politopos adjacentes que existiriam se uma aresta em
particular fosse removida. A configuração escolhida pode ser a que tiver o maior
ângulo mı́nimo [143, subseção 35.3.1.3]. Note que a troca e o colapso de arestas não
aumentam o número de vértices, não movem os vértices, e não aumentam a ordem
dos polinômios.

2.6 Notas bibliográficas

Uma fonte excelente, em diversos aspectos importantes sobre técnicas de adaptação
de malhas, não abrangidos neste texto, é o livro Handbook of Grid Generation,
editado por Thompson, Soni e Weatherhill [143]. Outras fontes ótimas sobre o
assunto são os livros Mesh Generation, application to Finite Elements de Frey e
George [56] e Delaunay Mesh Generation de Cheng, Dey e Shewchuk [32].

2.7 Exerćıcios

1. Explique os seguintes conceitos geométricos ou operações.

(a) Circunćırculo:

(b) Circuncentro:

(c) Circunraio:

(d) Baricentro de um triângulo:

(e) Bisseção de um triângulo:

(f) Mediana de um triângulo:

(g) Mediatriz da aresta de um triângulo:

2. Explique o que são erros de discretização.

3. Explique o que é refinamento adaptativo de malhas.

4. Quais as vantagens do movimento de vértices em relação a inserir novos
vértices na malha.

5. Explique o que é simplificação local em uma malha computacional.

6. Explique para que é utilizada a suavização laplaciana.
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Caṕıtulo 3

Métricas de avaliação da
qualidade de triângulos

3.1 Introdução

Um malha gerada com pontos regularmente espaçados, frequentemente, é satis-
fatória em geometrias simples. No entanto, politopos de má qualidade podem
aparecer em domı́nios com configurações complexas ou em situações em que há
a necessidade de se utilizar politopos que podem ser modificados.

Uma forma de se considerar a qualidade de um politopo é analisar seus ângulos.
Por exemplo, politopos podem ser considerados de má qualidade se possúırem res-
pectivos ângulo mı́nimo ou máximo inferior ou superior a alguma tolerância espe-
cificada.

Politopos com ângulos próximos a 0◦ ou π são considerados de má qualidade.
Na aplicação de um método numérico, como o método dos elementos finitos, com
malhas com politopos com ângulos próximos a 0◦, pode-se obter um sistema de
equações lineares mal condicionado [32, p. 5]. Sistemas de equações lineares com
matrizes com espectro de autovalores ruins afetam os resolutores desses sistemas:
métodos iterativos podem demorar a convergir e erros de arredondamento podem
ser introduzidos em métodos diretos [32, p. 7].

Em malhas com politopos com ângulos próximos a π, pode-se obter grandes
erros de interpolação na aplicação do método numérico. No método dos elementos
finitos, esses erros levam a erros de discretização, que é, como descrito, a diferença
entre a aproximação computada e a solução da equação diferencial parcial [32,
p. 5]. Portanto, politopos de má qualidade podem levar a resoluções instáveis e
aproximações imprecisas.

Com isso, a avaliação da qualidade de malhas é um requisito importante, tanto
na escolha de uma malha de elementos finitos ou de volumes finitos, quanto em
malhas que foram submetidas à adaptação. Logo, é importante satisfazer restrições
geométricas no formato dos politopos. Como descrito, é geralmente exigido satis-
fazer uma condição de ângulo mı́nimo ou máximo em um triangulação. Por outro
lado, a restrição de ângulo mı́nimo pode ser reformulada, como exemplo, de forma
que o ćırculo inscrito do triângulo não deva ser muito pequeno e essa condição pode
ser estendida para dimensões maiores [111].

Várias métricas de qualidade de politopos têm sido propostas, baseadas em
relações dimensionais de diversas parametrizações geométricas, em que exemplos po-



30 Métricas de avaliação da qualidade de triângulos

dem ser encontrados nos artigos de Baker [7], Parthasarathy, Graichen e Hathaway
[109] e no livro de Frey e George [56].

Por sua vez, Pébay e Baker [111, 112] apresentaram análises de diversas métricas
de qualidade de triângulos. Pébay e Baker [111, 112] também consideraram as
métricas de qualidade de triângulos mais comumente utilizadas, forneceram provas
de suas propriedades e examinaram seus comportamentos assintóticos. O obje-
tivo dos autores foi provar vários resultados úteis sobre métricas de qualidade de
triângulos que podem levar a uma avaliação adequada tanto de triangulações pla-
nares quanto de superf́ıcies triangulares.

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira. Na seção 3.2, são apresenta-
dos conceitos básicos sobre triângulos. Em seguida, há uma descrição de métricas
de qualidade apresentadas por Pébay e Baker [111, 112], por Frey e George [56,
p. 596-598] e por Cheng, Dey e Shewchuk [32, p. 26-27]. Na seção 3.3, são apre-
sentadas métricas de qualidade de triângulos e de tetraedros baseadas na área do
politopo. Na seção 3.4, apresenta-se uma métrica de qualidade por meio dos ângulos
extremos (maior e menor) do triângulo, com uma análise sobre o menor e o maior
ângulos. Na seção 3.5, é apresentada uma métrica de qualidade de triângulos ba-
seada na razão entre os raios das circunferências circunscrita (circunraio) e inscrita
(inrario) do triângulo. Na seção 3.6, são apresentadas métricas de qualidade de
triângulos baseadas na razão entre as arestas extremas do triângulo. Na seção 3.7,
são apresentadas métricas de qualidade de triângulos baseadas na razão entre o
raio do circunćırculo (circunraio) e arestas extremas do triângulo. Na seção 3.8, são
apresentadas métricas de qualidade de triângulo baseadas na razão entre as arestas
extremas e o raio da circunferência inscrita (inrario) do triângulo. Pode-se consi-
derar que as métricas de avaliação da qualidade de triângulos não abordadas neste
texto são menos utilizadas que as demais. Para finalizar este caṕıtulo, na seção
3.9, são apresentadas considerações finais sobre o assunto, com uma tabela com os
resumos das propriedades de métricas de qualidade abordadas.

3.2 Notações e conceitos básicos

Um politopo é considerado degenerado se seu volume é zero [111, 112]. Considere
um triângulo não degenerado t = 4abc, como mostrado na figura 3.1, com área a
e os comprimentos das arestas são representados por l1 = ||b − c||, l2 = ||c − a|| e
l3 = ||a − b||. Os ângulos nos vértices a, b e c são α, β e γ, respectivamente. Os
raios da circunferência inscrita (inraio) e do circunćırculo (circunraio) de t são r
e R, respectivamente. São utilizadas as seguintes notações como normas padrões:
|t|0 = min(l1, l2, l3), |t|∞ = max(l1, l2, l3), θ0 = min(α, β, γ) e θ∞ = max(α, β, γ).

São utilizados resultados de geometria elementar sem provas. Em particular,
pela lei dos senos, utiliza-se

2R =
l1 · l2 · l3

2a
=

l1
sen α

=
l2

sen β
=

l3
sen γ

, (3.2.1)

em que

a = rs =
√
s(s− l1)(s− l2)(s− l3), (3.2.2)

com o lado direito dado pela fórmula de Heron. O semipeŕımetro s é definido a
seguir.
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a

b

c

Figura 3.1: 4abc: o raio da circunferência inscrita (inraio) é r e o raio do circunćırculo
(circunraio) é R.

Definição 3.1 (semipeŕımetro de triângulo). O semipeŕımetro de um triângulo,
cujos comprimentos das arestas são l1, l2 e l3, é

s =
l1 + l2 + l3

2
. (3.2.3)

3.3 Métricas relacionadas com a área do politopo

A seguir, são citadas algumas métricas para a avaliação da qualidade de triângulos
baseadas na área ou volume do triângulo ou tetraedro, respectivamente.

• Uma forma de determinação da qualidade de um triângulo t foi proposta
por Bank e colaboradores [9, 8] ao considerar uma razão entre a área e as

arestas do triângulo. Essa métrica é definida como b = 4
√

3a
s , em que s =

l21 +l22 +l23. Especificamente no plano euclidiano, com a = (x1, y1), b = (x2, y2)
e c = (x3, y3), tem-se 2/a = (x2 − x1)(y3 − y1) − (x3 − x1)(y2 − y1) para
vértices orientados em sentido anti-horário; caso estejam orientados em sentido
horário, o valor de a será negativo. A constante 4

√
3 é utilizada como fator de

normalização, de forma que 0 < b ≤ 1. Em geral, as métricas de avaliação da
qualidade de triângulos são normalizadas porque muitos usuários preferem que
a qualidade de um triângulo equilátero seja 1. Dessa forma, obtém-se b = 1
para um triângulo equilátero e mais b aproxima-se de zero quanto menor é o
menor ângulo do triângulo. Há triângulos sem ocorrência de ângulos obtusos

para
√

3
2 ≤ b ≤ 1.

Pode-se também utilizar f1 =
√

3s
12a , em que

√
3

12 é utilizado como normalização
para que seja encontrado o valor 1 para o triângulo equilátero. Similarmente,

tem-se f2 = n2

(√∑6
i=1 l

2
i

)3

VK
em três dimensões, em que VK e li são o volume

e o tamanho da aresta i do tetraedro K, respectivamente, e n2 é um fator de
normalização para que a razão resulte no valor 1 para o tetraedro regular [56,
p. 597]. Em particular, um tetraedro regular é composto por quatro triângulos
equiláteros.

• Outra métrica de qualidade é f3 =
√

3|t|∞s
6a , em que

√
3

6 é utilizado como
normalização para que seja encontrado o valor 1 para o triângulo equilátero.

Similarmente em três dimensões, tem-se f4 = n4
max(l1,··· ,l6)·SK

VK
, em que VK e
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SK são o volume e a soma das áreas das faces do tetraedro K, respectivamente,
e n4 é um fator de normalização para que a razão resulte no valor 1 para o
tetraedro regular [56, p. 596].

• Frey e George [56, p. 598] também citam a métrica
V 4
K

(
∑4

i=1 S
2
i )

3 , em que Si é a

área da face i do tetraedro K.

• Frey e George [56, p. 598] também citam a métrica
|t|3med

VK
, em que |t|med é

uma aresta de tamanho médio.

• Por sua vez, Cheng, Dey e Shewchuk [32, p. 27] citam a métrica VK(√
1
6

6∑
i=1

l2i

)3 =

VK(√
l21+···+l26

6

)3 , em que o denominador é a raiz do valor quadrático médio (root

mean square), ou valor eficaz , dos comprimentos das seis arestas do tetraedro.

Essas métricas no espaço euclidiano tridimensional podem ser úteis, já que o
custo de computar o circunraio da circunsfera de um tetraedro pode ser alto.

3.4 Ângulos extremos

O erro de interpolação em limites de erros anteriores [20] em métodos numéricos
aumenta na proporção em que o menor ângulo θ0 do triângulo aproxima-se de zero
[121]. Por outro lado, Gregory [72] indicou que o erro de interpolação aumenta na
proporção em que o maior ângulo θ∞ do triângulo aproxima-se de π: θ0 pode ser
arbitrariamente pequeno se θ∞ não é muito próximo a π. Esse limite de erro leva
ao critério de triangulação minmax [98]: escolhe-se a triangulação que minimiza o
maior ângulo na triangulação.

Com isso, um dos meios mais comumente aceitos de métricas para avaliação
da qualidade de triângulos é examinar θ0 ou θ∞ [5]. Por definição desses ângulos,
tem-se 0 < θ0 6 π

3 6 θ∞, pois encontra-se o triângulo equilátero para θ0 = θ∞ = π
3 .

Além disso, tem-se

θ0 6 π − θ0 − θ∞ 6 θ∞, (3.4.4)

que é equivalente a
θ∞ 6 π − 2θ0, 2θ∞ > π − θ0. (3.4.5)

As inequações 3.4.5 fornecem os limites de um ângulo máximo, dependendo de
um ângulo mı́nimo, ou seja,(

∀θ0 ∈
]
0,
π

3

]) π − θ0

2
6 θ∞ 6 π − 2θ0. (3.4.6)

Demonstração. Seja um triângulo com ângulos θ∞, α e θ0. Sabe-se que a soma dos
ângulos internos de um triângulo é igual a 1800, que em radianos, é equivalente a
π. Dessa forma, θ∞+θ0 +α = π. Logo, α = π−θ0−θ∞. Consequentemente, como
se tem por hipótese que θ0 é o menor ângulo, θ∞ o maior ângulo e θ0 ≤ α ≤ θ∞,
então, tem-se a inequação θ0 6 π − θ0 − θ∞ 6 θ∞, em que a igualdade dessa
inequação é satisfeita somente para triângulos equiláteros, o que prova a inequação
3.4.4. Assim, tem-se que θ0 6 π− θ0− θ∞ ⇒ θ∞ 6 π− 2θ0, o que prova a primeira
inequação em 3.4.5, que é o lado direito da inequação 3.4.6. Para a primeira parte



Introdução à geração de malhas 33

da inequação 3.4.6, tem-se π − θ0 − θ∞ 6 θ∞ ⇒ π − θ0 6 2θ∞ ⇒ π−θ0
2 6 θ∞ e, ao

se levar em consideração o primeiro e o terceiro termos da inequação 3.4.6, tem-se
π
2 −

θ0
2 6 π− 2θ0 ⇒ 2θ0− θ0

2 6 π− π
2 ⇒

4θ0−θ0
2 6 2π−π

2 ⇒ 3θ0 6 π, e as igualdades
dessas inequações são satisfeitas somente para triângulos equiláteros.

As inequações 3.4.4 e 3.4.5 também fornecem
(
∀θ∞ ∈

[
π
3 ,

π
2

[)
π − 2θ∞ 6 θ0 6

π−θ∞
2 . Portanto, tem-se

(
∀θ∞ ∈

[
π
2 , π

[)
0 < θ0 6 π−θ∞

2 . Também é útil provar
o resultado seguinte, antes de se examinar como as métricas de qualidade mais
comumente utilizadas são relacionadas a esses ângulos extremos. Reproduz-se aqui
o lema e a demonstração desse lema por Pébay e Baker [112].

Lema 3.1. Os três ângulos de um triângulo não degenerado são ordenados na
mesma ordem dos comprimentos de suas respectivas arestas opostas.

Demonstração. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que l1 6 l2 6 l3. Con-
sequentemente, pode-se deduzir, diretamente de 3.2.1, que sen α 6 sen β 6 sen
γ. Com isso, tem-se α < π

2 e β < π
2 e a função seno é monotonicamente crescente

sobre
]
0, π2

]
, assim, tem-se α 6 β. Em relação a γ, dois casos podem ocorrer:

1. se o triângulo for agudo, então, o mesmo argumento pode ser utilizado;

2. se o triângulo for obtuso ou retângulo, então, claramente, β 6 γ.

Portanto, em qualquer caso, tem-se, α 6 β 6 γ.

Corolário 3.1. Os tamanhos das arestas opostas aos ângulo θ0 e θ∞ são |t|0 e
|t|∞, respectivamente.

Em particular, o ângulo diédrico pode ser considerado para avaliação da quali-
dade de tetraedros.

3.5 Razões entre raios das circunferências circuns-
crita e inscrita

A relação de raios é definida pela razão entre R e r, definida por

ρ1 =
R

r
. (3.5.7)

Ao combinar as inequações 3.2.1 e 3.2.2, obtém-se a expressão para ρ1 em termos
dos ângulos dos triângulos ρ1 = sen α + sen β + sen γ

2 · sen α · sen β · sen γ .

Demonstração. Pela equação 3.2.1, sabe-se que 2R = l1·l2·l3
2a , l1 = 2R · sen α,

l2 = 2R · sen β e l3 = 2R · sen γ. Logo, tem-se que

2R =
2R · sen α · 2R · sen β · 2R · sen γ

2a

=
8R3 · sen α · sen β · sen γ

2a

implica em
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a =
4R3 · sen α · sen β · sen γ

2R
= 2R2 · sen α · sen β · sen γ. (3.5.8)

Pela equação 3.2.2, obtém-se r = a
s e, ao se substituir nessa equação as equações

3.5.8 e 3.2.3, obtém-se

r =
2R2 · sen α · sen β · sen γ

l1+l2+l3
2

. (3.5.9)

Pela equação 3.2.1, obtém-se

l1 + l2 + l3 = 2R · (sen α+ sen β + sen γ). (3.5.10)

Substituindo-se a equação 3.5.10 na equação 3.5.9, obtém-se

r =
4R2 · sen α · sen β · sen γ

2R · (sen α+ sen β + sen γ)
=

2R · sen α · sen β · sen γ

sen α+ sen β + sen γ
. (3.5.11)

Logo, utilizando-se a equação 3.5.7, obtém-se

ρ1 =
R

2R · sen α · sen β · sen γ
sen α + sen β + sen γ

=
sen α + sen β + sen γ

2 · sen α · sen β · sen γ
.

Ao considerar α ≤ β ≤ γ e como α+ β + γ = π, então, tem-se [26, p. 367]

ρ1 =
sen α + sen β + sen(α+ β)

2 · sen α · sen β · sen(α+ β)
.

Ainda, ao se considerar os ângulos extremos, tem-se

ρ1 =
sen θ0 + sen θ∞ + sen(θ0 + θ∞)

2 · sen θ0 · sen θ∞ · sen(θ0 + θ∞)
.

A métrica ρ1 atinge o valor mı́nimo somente para um triângulo equilátero [112].
A relação de raios é normalizada como ρ1

2 de forma que um triângulo equilátero
seja 1.

A razão ρ2 = r
R também pode ser utilizada. Essa métrica abrange o intervalo]

0, 1
2

]
, em que o valor máximo é obtido para um triângulo equilátero. Com isso,

pode ser normalizada como 2ρ2.

3.6 Razões entre arestas

Outra abordagem bastante intuitiva é comparar as arestas extremas do triângulo

por meio da razão de arestas, que é definida como τ1 = |t|∞
|t|0 = sen θ∞

sen θ0
, ao considerar

o lema 3.1. Assim como ρ1, τ1 é uma métrica adimensional. Além disso, é trivial
ver que τ1 > 1 e que a igualdade ocorre se e, somente se, o triângulo é equilátero.
Consequentemente, τ1 compartilha da propriedade essencial de ρ1, de que seu valor
mı́nimo é atingido apenas no triângulo equilátero.

Uma métrica baseada na razão τ2 = |t|0
|t|∞ = sen θ0

sen θ∞
também é posśıvel. Simi-

larmente a τ1, τ2 também é uma métrica adimensional. Além disso, também é
trivial ver que 0 < τ2 ≤ 1 e que a igualdade ocorre se e, somente se, o triângulo
é equilátero. Consequentemente, τ2 atinge o valor máximo 1 apenas no triângulo
equilátero. Com isso, quanto menor o valor de τ2, pior é a qualidade do triângulo.
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3.7 Razões entre raio do circunćırculo e arestas

Considere as razões ω1 = R
|t|∞ e ω2 = R

|t|0 . Então, a equação 3.2.1 e o lema 3.1

fornecem

ω1 =
θ∞

2 · sen θ∞ · θ∞
=

1

2 · sen θ∞
, ω2 =

θ0

2 · sen θ0 · θ0
=

1

2 · sen θ0
(3.7.12)

As métricas ω1 e ω2 atingem seus únicos valores mı́nimos nos triângulos
retângulo e equilátero, respectivamente. Com isso, torna-se claro que, exceto para
aplicações particulares que requerem ângulos retos, ω1 não é uma métrica de qua-
lidade no sentido usual de atribuir uma relevância alta para triângulos equiláteros.
Além disso, cada razão é relacionada com somente um ângulo extremo. Isso é espe-
cialmente problemático para ω1, que confunde triângulo que tem um e, somente um,
ângulo próximo de zero com o bom triângulo retângulo. Em particular, o intervalo
de ω2 é de 1√

3
∼= 0, 577 a ∞ para um triângulo equilátero. Claramente, quanto

menor é ω2, maior é o menor ângulo do triângulo.
O principal problema com as duas razões em 3.7.12 é o fato que levam em conta

somente uma aresta. Consequentemente, as boas propriedades de simetria de ρ1

e de τ1 são perdidas. Com o objetivo de se evitar esse problema e obter-se uma
quantidade adimensional, é natural utilizar o peŕımetro ou o semipeŕımetro. De
fato, pode-se escrever a métrica

ν =
R

s
. (3.7.13)

Em seguida, ao substituir a equação 3.2.3 nessa equação, obtém-se ν = 2R
l1+l2+l3

.
Ao substituir a equação 3.5.10 nessa equação, obtém-se

ν =
2R

2R · (sen α + sen β + sen γ)
=

1

sen α + sen β + sen γ
,

que pode ser reescrita em termos de ângulos extremos como [26, p. 367]

ν =
1

sen θ0 + sen θ∞ + sen(θ0 + θ∞)
,

em que o valor mı́nimo é encontrado se e, somente se, o triângulo equilátero é
avaliado.

3.8 Razões entre arestas e raio de ćırculo inscrito

Uma métrica bastante utilizada para avaliação da qualidade de triângulos para

estimativas de erros em elementos finitos é ι = |t|∞
r

1. Esse valor varia de 1 a ∞ e a
qualidade do triângulo é maior com o valor mais próximo a 1.

1Frequentemente, em que Pebay e Baker [112] e Frey e George [56, p. 596] são exemplos, a

métrica
|t|∞
r

é chamada de razão de aspecto (aspect ratio). Entretanto, não há nomenclatura
uniforme em relação a essa expressão. Como exemplo, para Cheng, Dey e Shewchuk [32, p. 27],
razão de aspecto é a métrica ρ2 = r

R
, mostrada na seção 3.5, na página 33. Também, é comum

ver a expressão razão de aspecto associada com a razão entre os comprimentos de dois lados de
um retângulo. Por isso, essa métrica é referenciada aqui simplesmente como ι para evitar posśıveis
confusões.
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Ao considerar a razão ω1 = R
|t|∞ , mostrada na seção 3.7, e a equação 3.5.11,

obtém-se

ι =
R

ω1
2R · sen α · sen β · sen γ

sen α + sen β + sen γ

=
sen α + sen β + sen γ

2ω1 · sen α · sen β · sen γ
.

Ao substituir a equação 3.7.12 nessa equação e, ao se levar em consideração o
lema 3.1, obtém-se

ι =
sen α + sen β + sen γ

2 1
2· sen γ · sen α · sen β · sen γ

=
sen α + sen β + sen γ

1
sen γ · sen α · sen β · sen γ

=
sen α + sen β + sen γ

sen α · sen β
.

Em termos de ângulos extremos, tem-se [26, p. 367]

ι =
sen θ0 + sen θ∞ + sen(θ0 + θ∞)

sen θ0 · sen(θ0 + θ∞)
.

Finalmente, são comparados os comprimentos das arestas com o raio da circun-
ferência inscrita (inraio) do triângulo. Das equações 3.5.7 e 3.7.13, pode-se obter

ζ = ρ1
ν =

R
r
R
s

= s
r . Ao substituir as equações 3.2.3 e 3.5.11 nessa equação, obtém-se

ζ =
l1 + l2 + l3

2 2R · sen α · sen β · sen γ
sen α + sen β + sen γ

.

Em seguida, ao substituir a equação 3.5.10 nessa equação, obtém-se

ζ =
2R · (sen α + sen β + sen γ)

2 2R · sen α · sen β · sen γ
sen α + sen β + sen γ

=
(sen α + sen β + sen γ)2

2 · sen α · sen β · sen γ
,

que em termos de ângulos extremos fica [26, p. 367]

ζ =
[sen θ0 + sen θ∞ + sen(θ0 + θ∞)]

2

2 · sen θ0 · sen θ∞ · sen(θ0 + θ∞)
.

A métrica ζ atinge somente um valor mı́nimo: para triângulos equiláteros [111,
112].

3.9 Considerações finais

Entre as métricas estudadas, o valor mı́nimo de ω1 determina que o triângulo de
melhor qualidade é o triângulo retângulo. A métrica ω1, mostrada na seção 3.7,
na página 35, é a razão entre o raio circunscrito (circunraio) e a maior aresta do
triângulo.

Pela métrica ρ2, mostrada na seção 3.5, na página 33, o valor máximo 1 deter-
mina o triângulo equilátero, que é o de melhor qualidade ao avaliar triângulos por
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essa métrica. A métrica ρ2 é a razão do inraio pelo circunraio das circunferências
inscrita e circunscrita do triângulo, respectivamente.

Pelas outras seis métricas mostradas na tabela 3.1, o valor mı́nimo determina
que um triângulo equilátero é o triângulo de melhor qualidade. Mostra-se na tabela
3.1, adaptada de Pébay e Baker [111, 112], caracteŕısticas de oito métricas para
avaliação da qualidade de triângulos.

Métrica:
razão

norma-
valor para triângulo triângulo

razão
lização

de boa
t∠∼=0 t∠∼=π

de refe-
entre qualidade rência

arestas τ1 = |t|∞
|t|0 -

∼= 1

� 1 ∼= 2

4

circunraio e
ν = R

s
3
√

3
2 ν ∼= 3

√
3

4
�1

semipeŕımetro
raios ρ2 ρ2 = r/R 2ρ2

∼= 0
raios ρ1 ρ1 = R/r ρ1/2

� 1

maior aresta
ι = |t|∞

r

1
2
√

3
ι

e inraio
semipeŕımetro

ζ = s
r

1
3
√

3
ζ

e inraio
circunraio e ω2 = R

|t|0
√

3ω2
menor aresta = 1

2 · sen θ0
circunraio e ω1 = R

|t|∞ 2ω1
∼= 1 � 1 A

maior aresta = 1
2 · sen θ∞

Tabela 3.1: Valores qualitativos de oito métricas de qualidade para três categorias de
triângulos [111, 112]. São utilizadas as notações t∠∼=0 e t∠∼=π para representar, respectiva-
mente, dois tipos de triângulos não degenerados, mas de má qualidade: i) triângulo que
tem um e, somente um, ângulo próximo de zero; ii) triângulo que tem um ângulo próximo
a π.

A métrica a ser utilizada é dependente da aplicação. Caracteŕısticas posśıveis
para se definir qual métrica deve ser utilizada, em geral, são quais informações já
estão dispońıveis no projeto computacional, custos de processamento e de armaze-
namento e facilidades de implementação e de manutenção do código computacional.

3.10 Notas bibliográficas

Além de detalhes e demonstrações de várias das métricas de qualidade de triângulos
apresentadas neste texto, Pébay e Baker [111, 112] apresentam também detalhes
sobre métricas baseadas em normas de matrizes. Os livros Mesh Generation, ap-
plication to Finite Elements de Frey e George [56, p. 596-598] e Delaunay Mesh
Generation de Cheng, Dey e Shewchuk [32, p. 26-27] são fontes complementares
sobre métricas de qualidade de triângulos e de tetraedros.

3.11 Exerćıcios

1. Explique as caracteŕısticas de um triângulo agudo e de um triângulo obtuso.

2. Explique o que é ângulo diédrico.
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3. Explique o que é função monotonicamente crescente.

4. Explique por que politopos com ângulos próximos a 0◦ ou π são considerados
de má qualidade.

5. Calcule a métrica b, mostrada na seção 3.3, para um triângulo com as três
arestas com tamanho 1.

6. Calcule a métrica f1, mostrada na seção 3.3, para um triângulo equilátero cujo
tamanho da aresta é 2.

7. Calcule a métrica f3, mostrada na seção 3.3, para um triângulo equilátero cujo
tamanho da aresta é 2.

8. Calcule a métrica ω1 = R
|t|∞ = 1

2 · sen θ∞
para:

(a) θ∞ = 120◦.

(b) o triângulo retângulo.

9. Calcule a métrica ω2 = R
|t|0 = 1

2 · sen θ0
para:

(a) θ0 = 20◦.

(b) θ0 = 25◦.

(c) θ0 = 30◦.

(d) θ0 = 32◦.

(e) o triângulo equilátero e multiplique o resultado por
√

3.

(f) o triângulo retângulo isósceles.

10. Qual das métricas de avaliação de qualidade de triângulos mostradas neste
caṕıtulo é a mais fácil de ser compreendida? Por quê?

11. Qual das métricas de avaliação de qualidade de triângulos mostradas neste
caṕıtulo é a mais fácil de ser calculada? Por quê?



Caṕıtulo 4

Triangulação de Delaunay e
diagrama de Voronoi

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo, abordam-se malhas importantes: a triangulação de Delaunay [44]
e o seu dual, o diagrama de Voronoi [150]. Essas duas estruturas são importantes
porque possuem propriedades geométricas desejáveis, em especial, pode-se garantir
a qualidade da malha se os algoritmos adequados são utilizados.

Tesselações de Delaunay são utilizadas para representar partes do espaço
cont́ınuo de uma forma que permite a algoritmos numéricos computar caracteŕısticas
do espaço [49]. A popularidade dessas malhas deve-se, principalmente, por pode-
rem ser constrúıdas com baixo custo computacional e por possúırem caracteŕısticas
geométricas bastante atrativas; por exemplo, o diagrama de Voronoi pode capturar
proximidade. Essas duas malhas são aplicadas em diversas áreas. Algumas dessas
áreas são citadas na tabela 4.1 [70].

Área Exemplo de publicação
Computação gráfica Alliez, Meyer e Desbrun [1]
Projetos industriais Nordin et al. [103]
Aplicações médicas Puentes et al. [119]

Modelagem de materiais compósitos e porosos Dong e Atluri [47]
Modelagem de objetos deformáveis Busaryev, Dey e Wang [25]

Modelagem molecular Lin, Wang e Zeng [88]
Modelagem de terrenos Tucker et al. [144]

Vı́deo games Gyves, Toledo e Rudomı́n [74]

Tabela 4.1: Algumas das áreas em que a triangulação de Delaunay é utilizada e exemplos
de publicações.

Para a sequência deste caṕıtulo, é útil relembrar alguns conceitos relacionados
a triângulos. Como descrito na subseção 2.2, na página 18, circuncentro é a inter-
secção das mediatrizes das arestas de um triângulo e é equidistante aos três vértices
do triângulo. Essa distância é o raio, ou circunraio, de uma circunferência circuns-
crita ao triângulo, isto é, que tange seus vértices. Isso significa que o circuncentro
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é o centro do circunćırculo do triângulo, que é o único ćırculo que passa pelos três
vértices do triângulo. Em termos simples, a mediatriz de uma aresta é a reta per-
pendicular a essa aresta que passa exatamente no ponto médio da aresta. Portanto,
a mediatriz de uma aresta de um triângulo é a reta que passa pelo ponto médio de
uma aresta do triângulo e pelo circuncentro desse triângulo. Em particular, a ex-
tensão do conceito de circunćırculo do triângulo no espaço euclidiano tridimensional
é expressa como circunsfera do tetraedro, isto é, em termos simples, a circunsfera
de um tetraedro é a esfera cuja superf́ıcie contém os quatro vértices do tetraedro.

Em uma triangulação de Delaunay, não há vértices internos ao circunćırculo de
cada triângulo. Os vértices e os pontos geradores do diagrama de Voronoi são os
circuncentros e os vértices dos triângulos da triangulação de Delaunay, respectiva-
mente. Essas caracteŕısticas são estendidas ao espaço tridimensional. A seguir, a
triangulação de Delaunay e suas propriedades são apresentadas na seção 4.2 e o
diagrama de Voronoi é apresentado na seção 4.3.

4.2 Triangulação de Delaunay

Considere a definição 1.9 (triangulação de um conjunto de pontos), na página 11 e,
em seguida, a definição de triangulação de Delaunay a seguir.

Definição 4.1. (triangulação de Delaunay) Uma triangulação T de um conjunto de
pontos V é de Delaunay se qualquer ponto de V não consta no interior de qualquer
cincunćırculo de triângulos que compõem T.

Em três dimensões, uma tesselação de um conjunto de pontos V é de Delaunay
se qualquer ponto de V não consta no interior de qualquer circunsfera de tetrae-
dros que compõem a tesselação. Em mais detalhes, uma triangulação (tesselação
no espaço tridimensional) de Delaunay (TD) para um conjunto de pontos V deve
satisfazer à condição de Delaunay, que é: TD(V ) é uma tesselação de Delaunay,
tal que nenhum ponto de V permanece no interior do circunćırculo (cincunsfera
no espaço tridimensional) de qualquer triângulo (tetraedro no espaço tridimensio-
nal) em TD(V ). Isso se aplica em dimensões arbitrárias. Note que convencionou-se
chamar de triangulação de Delaunay em um domı́nio bidimensional e tesselação de
Delaunay quando se referir tanto a um domı́nio bidimensional quanto tridimensio-
nal.

Nem toda triangulação é de Delaunay, mas qualquer conjunto de pontos possui
uma triangulação de Delaunay. Isso é verdade porque uma forma de transformar
uma triangulação em uma triangulação de Delaunay é por meio de trocas de arestas,
que são abordadas na subseção 4.2.2. A triangulação de Delaunay produz triângulos
que são, inerentemente, isotrópicos (veja uma explicação sobre malhas isotrópicas
na subseção 1.5.2, na página 8). Como exemplo, na figura 4.1, observa-se uma trian-
gulação de Delaunay para um conjunto de nove pontos. Descrições e propriedades
de triangulações de Delaunay apresentadas nesta seção também são encontradas em
Nogueira e Gonzaga de Oliveira [102, 101, 100].

A seguir, o conceito de circunćırculos vazios da triangulação de Delaunay é abor-
dado na subseção 4.2.1. O conceito de arestas locais da triangulação de Delaunay
é abordado na subseção 4.2.2. Propriedades e caracteŕısticas da triangulação de
Delaunay são descritas na subseção 4.2.3. A triangulação de Delaunay restrita é
abordada na subseção 4.2.4. Algoritmos para a triangulação de Delaunay são ci-
tados na subseção 4.2.5. Refinamento de Delaunay é abordado na subseção 4.2.6.
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Figura 4.1: Triangulação de Delaunay para um conjunto de nove pontos. Não devem
haver pontos interiores aos circunćırculos dos triângulos para que seja satisfeita a condição
de Delaunay. (Figura adaptada de [102].)

Tesselações de Delaunay tridimensionais com tetraedros com vértices quase copla-
nares são abordadas na subseção 4.2.7. A triangulação de Pitteway é abordada na
subseção 4.2.8.

4.2.1 Circunćırculos vazios

Não é óbvio que o conjunto de arestas de Delaunay de um conjunto de vértices
formará uma triangulação. Por isso, é utilizada a expressão triângulo de Delaunay.
Um triângulo é dito ser de Delaunay se e, somente se, seu circunćırculo é vazio.
Essa propriedade é denominada propriedade do circunćırculo vazio. Um ćırculo é
dito ser vazio, em relação a um conjunto V de vértices (ou pontos), se nenhum
vértice de V é interior a esse ćırculo (aberto).

Como descrito, pela condição do circunćırculo vazio, para que ocorra uma tri-
angulação de Delaunay, é necessário que cada circunćırculo de cada triângulo não
contenha pontos em seu interior. Na figura 4.2(a), observa-se um ponto interior
ao circunćırculo do triângulo 4abc. Na figura 4.2(b), observa-se a condição do
circunćırculo vazio aplicada no triângulo 4abc sem pontos no interior do triângulo.

A aplicação prática da condição do circunćırculo vazio é escolher as duas com-
binações que determinem dois triângulos cuja soma dos ângulos mı́nimos seja a
máxima. A seguir, são mostradas duas maneiras de implementação da condição do
circunćırculo vazio.

1. Soma dos ângulos opostos a uma aresta. Considere uma aresta bc comparti-
lhada pelos triângulos 4abc e 4bce. Quando realizada a soma dos ângulos
opostos a bc, digamos α e γ, são três as classificações posśıveis dessa soma,
mostradas a seguir.



42 Triangulação de Delaunay e ao diagrama de Voronoi

a

b

c

e

(a) Não há uma triangulação
de Delaunay porque o ponto e
é interior ao circunćırculo do
triângulo 4abc: a soma dos
ângulos α e γ é maior que 180o.

a

b

c

e

(b) Condição do circunćırculo
vazio aplicada sem pontos no
interior no triângulo 4abc;
logo, ocorre a triangulação de
Delaunay: a soma dos ângulos
α e γ é menor que 180o.

a

b

c

e

(c) Ocorre a triangulação de
Delaunay: a soma dos ângulos
α e γ é igual a 180o.

Figura 4.2: Três casos de testes de circunćırculo vazio da triangulação de Delaunay. Note
que deve-se testar se o circunćırculo do triângulo 4bce é vazio para se determinar se ocorre
uma triangulação de Delaunay nas imagens do meio e à direita.

• Quando a soma dos ângulos α e γ for maior que 180o, não haverá uma
triangulação de Delaunay. Essa propriedade é exemplificada na figura
4.2(a): a soma dos ângulos α e γ resulta em um ângulo maior que 180o.

• Quando a soma dos ângulos α e γ for menor que 180o, haverá uma
triangulação de Delaunay. Essa propriedade é exemplificada na figura
4.2(b): a soma dos ângulos α e γ é menor que 180o.

• Quando a soma dos ângulos α e γ for igual a 180o, os pontos são cocircu-
lares e haverá uma triangulação de Delaunay. Esse caso é exemplificado
na figura 4.2(c).

2. Resolução por determinante. Esse método foi apresentado por Guibas e Stolfi
[73] e baseia-se nas coordenadas dos pontos a, b, c e e, ao se calcular

Determinante(a,b,c,e) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xa ya x2

a + y2
a 1

xb yb x2
b + y2

b 1
xc yc x2

c + y2
c 1

xe ye x2
e + y2

e 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
São três os resultados posśıveis do determinante, mostrados a seguir.

• Determinante(a,b,c,e) > 0: o quarto ponto e é interior ao circunćırculo
do triângulo 4abc. Nesse caso, não ocorre a triangulação de Delaunay.
Esse caso é exemplificado na figura 4.3(a).

• Determinante(a,b,c,e) < 0: o quarto ponto e é exterior ao circunćırculo
do triângulo 4abc. Nesse caso, ocorre a triangulação de Delaunay. Na
figura 4.3(b), observa-se o ponto e exterior ao circunćırculo do triângulo
4abc.
• Determinante(a,b,c,e) = 0: o quarto ponto e pertence ao circunćırculo

do triângulo 4abc. Nesse caso, ocorre a triangulação de Delaunay. Esse
caso é observado na figura 4.3(c).
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c

c

a

(a) Determinante(a,b,c,e) >
0: o ponto e está interno
ao circunćırculo do triângulo
4abc e o ponto ē está abaixo
do plano H que passa pelo
triângulo 4āb̄c̄.

O

H

x

y

z

b

b
e

a

c

c

a

e

(b) Determinante(a,b,c,e) <
0: o ponto e está externo
ao circunćırculo do triângulo
4abc e o ponto ē está acima
do plano H que passa pelo
triângulo 4āb̄c̄.

O

H

x

y

z

b

b e

a

c

c

a

e

(c) Determinante(a,b,c,e) =
0: os pontos a, b, c e e são
cocirculares e o plano H passa
pelos pontos ā, b̄, c̄ e ē.

Figura 4.3: Exemplos de testes de circunćırculo vazio da triangulação de Delaunay por
meio do cálculo de Determinante(a,b,c,e). Considere ā = (ax, ay, a

2
x+a2y), b̄ = (bx, by, b

2
x+

b2y), c̄ = (cx, cy, c
2
x + c2y), ē = (ex, ey, e

2
x + e2y) e H é um plano que passa por ā, b̄, c̄ e, no

terceiro caso, H também passa pelo ponto ē. Essas figuras são baseadas em Vigneron [149]
[102].

Mais detalhes sobre esse assunto e outras formas de implementação da condição
do circunćırculo vazio são apresentados por Shewchuk [132].

4.2.2 Arestas locais de Delaunay

Uma triangulação é estritamente de Delaunay se todas as arestas que a compõem são
arestas locais de Delaunay. Ao se referir a uma aresta ser localmente de Delaunay,
significa que apenas os vértices dos triângulos que compartilham a aresta em questão
são considerados. Uma aresta de Delaunay é local se ao menos uma das duas
situações seguintes ocorre [48].

• A aresta pertence somente a um triângulo e à fronteira da triangulação. Em
particular, um triângulo na fronteira da triangulação será sempre um triângulo
de Delaunay. Isso porque o circunćırculo que passa sobre qualquer triângulo
da fronteira da triangulação nunca conterá um ponto da triangulação em seu
interior [100]. Isso faz com que triângulos de má qualidade possam existir na
fronteira da triangulação de Delaunay. Qualquer aresta da fronteira de uma
triangulação é localmente de Delaunay, pois o circuncírculo do triângulo que
a aresta pertence é vazio, como exemplificado na figura 4.4.

• Uma aresta bc é localmente de Delaunay se é compartilhada por dois
triângulos, digamos 4abc e 4bcd, e os pontos d e a não estão no interior
dos circunćırculos dos triângulos 4abc e 4bcd, respectivamente. A aresta bc
na figura 4.5 é uma aresta local de Delaunay.

Outra possibilidade de se verificar se uma aresta é localmente de Delaunay, é
verificar se existe um ćırculo vazio que passa pelos vértices da aresta. Isso significa
que a aresta ab é dita ser de Delaunay e estará presente na triangulação de Delaunay
se e, somente se, existe um ćırculo que passa por a e b que é vazio. Esse é o ćırculo
diametral da aresta. Veja definição de ćırculo diametral na definição 4.2, na página
52.
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Figura 4.4: Exemplo de busca por um ćırculo vazio de uma aresta na fronteira da
triangulação. (Figuras extráıdas de [106].)

b

c

d
a

Figura 4.5: A aresta bc é uma aresta local de Delaunay.

Se uma aresta não é localmente de Delaunay, uma forma de transformá-la em
uma aresta válida para a triangulação de Delaunay é a troca dessa aresta no qua-
drilátero em que essa aresta faz parte. A troca de arestas é a transformação to-
pológica mais simples em uma triangulação: substitui-se dois triângulos adjacentes
por outros dois triângulos adjacentes.

A troca de arestas é realizada para melhorar a regularidade dos dois triângulos:
ao trocar uma aresta que não é localmente de Delaunay, o ângulo mı́nimo é aumen-
tado, bem como o maior circunćırculo entre os dois triângulos alterados é reduzido.
A conectividade dos dois triângulos é alterada se o ângulo mı́nimo que ocorre nos
dois novos triângulos é maior que o ângulo mı́nimo que ocorre nos dois triângulos
originais.

Como exemplo, considere os triângulos 4abc e 4bce na figura 4.6(a). Para a
realização da troca de arestas, verifica-se o quadrilátero formado pelos pontos a, b,
c e e. Se a aresta bc não é uma aresta local de Delaunay, a aresta bc é trocada
pela aresta ae. Caso a troca nas arestas melhore localmente a triangulação, a
aresta original é considerada ilegal na triangulação de Delaunay. Na figura 4.6(b), é
observado um exemplo de troca de aresta inválida para a triangulação de Delaunay.
Ao realizar a troca de aresta inválida no quadrilátero, obtém-se uma aresta local
de Delaunay. Embora mais dif́ıcil, em três dimensões, também é posśıvel melhorar
a qualidade da malha por meio da implementação de um procedimento de troca de
arestas.
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a

b

c

e

(a) Não há uma triangulação de De-
launay porque o ponto e é interior ao
circunćırculo do triângulo 4abc.

a

b

c

e

(b) Condição do circunćırculo vazio
aplicada sem pontos nos interiores dos
triângulos 4abe e 4ace.

Figura 4.6: Exemplo de troca de arestas na triangulação de Delaunay: a aresta ilegal
bc da figura à esquerda é trocada pela aresta ae. Consequentemente, na figura à direita,
ocorre a maximização dos ângulos mı́nimos, diminuição dos circunćırculos e a triangulação
de Delaunay.

Mostra-se outro exemplo de troca de arestas na figura 4.7. A aresta em vermelho
na imagem à esquerda não é localmente de Delaunay e é trocada pela aresta em
azul na imagem à direita, obtendo-se uma triangulação de Delaunay.

Figura 4.7: Exemplo de troca de arestas na triangulação de Delaunay. Há um triângulo
que não satisfaz a condição do circunćırculo vazio na imagem à esquerda e a aresta em
vermelho não é localmente de Delaunay. Na imagem à direita, a aresta em vermelho da
imagem à esquerda foi trocada pela aresta em azul. Com isso, a aresta em azul é uma
aresta local de Delaunay. (Figuras extráıdas de [104].)

4.2.3 Propriedades

Nesta subseção, são apresentadas propriedades [102, 101, 100] e caracteŕısticas da
triangulação de Delaunay. As propriedades são abordadas sem provas. Algumas
dessas propriedades são baseadas em Barth [10, pág. 20]. Provas de propriedades
são apresentadas por Cheng, Dey e Shewchuk [32]. Veja as referências citadas para
detalhes sobre cada propriedade.
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Propriedade 4.1. Todo circunćırculo na triangulação de Delaunay é vazio.

Essa propriedade é descrita em detalhes na subseção 4.2.1.

Propriedade 4.2. Na triangulação de Delaunay, maximiza-se o ângulo mı́nimo de
todo triângulo da triangulação [94, 84, 133].

Essa pode ser considerada a principal vantagem da triangulação de Delaunay.
Essa propriedade pode ser obtida em toda a triangulação por meio de troca das
arestas inválidas. Essa propriedade é considerada adequada para interpolação
[86, 152, 38] principalmente porque o erro de interpolação em limites de erros ante-
riores em métodos numéricos [20] aumenta na proporção em que o menor ângulo do
triângulo aproxima-se de zero [121]. Entretanto, essa propriedade não é estendida
para um domı́nio tridimensional [32, p. 85].

Propriedade 4.3. Seja T uma triangulação. Se todos os triângulos de T são de
Delaunay, então, todas as arestas de T são de Delaunay, e vice-versa.

Propriedade 4.4. Se todas as arestas de uma triangulação são localmente de De-
launay, então, todas as arestas são de Delaunay (globalmente).

Propriedade 4.5. Seja ab uma aresta de uma triangulação T: ou ab é localmente
de Delaunay, ou ab pode ser trocada no quadrilátero formado pelos dois triângulos
que compartilham a aresta ab e a aresta criada pela troca é localmente de Delaunay.

Essa propriedade foi descrita em detalhes na subseção 4.2.2.

Propriedade 4.6. Se não há aresta invadida em uma triangulação de Delaunay,
então, não há circuncentro que caia fora do domı́nio.

Propriedade 4.7. A triangulação de Delaunay possui unicidade, exceto em casos
em que quatro ou mais pontos são cocirculares.

Isso significa que, quando houver exatamente quatro pontos no mesmo cir-
cunćırculo, a triangulação de Delaunay não é única. Para um caso como esse,
as duas triangulações posśıveis satisfazem à condição de Delaunay.

Propriedade 4.8. A triangulação de Delaunay é uma malha irregular. Entretanto,
apresenta uma triangulação com irregularidade mı́nima.

Veja o artigo de Rippa [121], para detalhes sobre essa propriedade.

Propriedade 4.9. Com a obtenção de triângulos com ângulos mı́nimos maximi-
zados, também ocorre a minimização dos circunćırculos dos triângulos da trian-
gulação.

Essa propriedade foi chamada de propriedade do confinamento do ćırculo mı́nimo
por Barth [10, pág. 21]. Essa propriedade é exemplificada na figura 4.8. Não
ocorrem triangulações de Delaunay nas figuras 4.8(a) e 4.8(c), pois há triângulos
que não satisfazem à condição de circunćırculo vazio. Note nas figuras 4.8(b) e
4.8(d) que, após as trocas de arestas, triangulações de Delaunay são obtidas e os
circunćırculos dos triângulos de Delaunay são minimizados.

Como nas triangulações de Delaunay há a minimização dos circunćırculos dos
triângulos, consequentemente, os raios máximos dos circunćırculos contidos na tri-
angulação também são minimizados [36]. Essa caracterização foi generalizada para
dimensões maiores que dois por Rajan [120].
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(a) A condição do circunćırculo
vazio não é satisfeita.

(b) As condições
de circunćırculo
vazio são satisfei-
tas.

(c) A condição do cir-
cunćırculo vazio não é sa-
tisfeita.

(d) As condições
de circunćırculo
vazio são satisfei-
tas.

Figura 4.8: Exemplos da propriedade do confinamento do ćırculo mı́nimo. Não ocorrem
triangulações de Delaunay em (a) e (c) porque há triângulos que não satisfazem à condição
do circunćırculo vazio. Ocorrem triangulações de Delaunay em (b) e (d) e os circunćırculos
dos triângulos são minimizados após as trocas das arestas inválidas em ambos os casos.
(Figuras extráıdas de [102, 100].)

Propriedade 4.10. Na propriedade do vizinho mais próximo, tem-se que uma
aresta formada ao se ligar um vértice ao seu vizinho mais próximo é uma aresta da
triangulação de Delaunay.

Essa propriedade faz com que a triangulação de Delaunay possa ser utilizada
para resolver o problema do vizinho mais próximo. Por outro lado, as arestas do
vizinho mais próximo não descrevem todas as arestas da triangulação de Delaunay
[10, p. 22].

Propriedade 4.11. Triangulações de Delaunay maximizam a média aritmética dos
raios incritos dos triângulos [82].

Ainda, em uma triangulação de Delaunay ótima, há uma minimização do erro
de interpolação em relação a todas as triangulações posśıveis de serem geradas com
o mesmo número de vértices. Veja o artigo de Chen e Holst [31], para detalhes
sobre esquemas eficientes para otimização de malhas baseadas em triangulações de
Delaunay ótimas.

Para finalizar esta subseção, é válido mencionar que a triangulação de Delau-
nay ponderada é uma generalização da triangulação de Delaunay. Cheng, Dey e
Shewchuk [32, p. 43-44] apresentam detalhes sobre a triangulação de Delaunay pon-
derada.

4.2.4 Triangulação de Delaunay restrita

Em uma triangulação de Delaunay restrita, certas arestas são descritas a priori,
chamadas de arestas restritas. Essas arestas restritas podem ser os segmentos de
um PSLG, explicado na seção 1.6, na página 10. Uma triangulação de Delaunay de
um conjunto de pontos V é restrita se e, somente se, para qualquer vértice e que é
interno ao circunćırculo de um triângulo formado por vértices de V, então, o vértice
e não é viśıvel por, pelo menos, um dos vértices desse triângulo. Um vértice e não
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é viśıvel por um vértice c se, ao traçar um segmento de reta entre os vértices e e
c, então, esse segmento de reta intercepta ao menos uma aresta restrita. Na figura
4.9, o ponto e não é viśıvel pelo vértice c por causa da aresta restrita ba.

b
e

a

c

Figura 4.9: O vértice e não é viśıvel pelo vértice c por causa da aresta restrita ab.

A triangulação de Delaunay restrita foi formalizada matematicamente por Lee
e Lin [85]. Esses autores também estenderam, para a triangulação de Delaunay
restrita, a prova de Lawson [84] de que a triangulação de Delaunay maximiza o
ângulo mı́nimo.

4.2.5 Algoritmos para a triangulação de Delaunay

Há uma quantidade enorme de algoritmos eficientes para a geração da triangulação
de Delaunay. Diversos desses algoritmos são abordados ou citados nos caṕıtulos
1, 16 e 20 do livro editado por Thompson, Soni e Weatherhill [143] e também são
citados por Nogueira [100].

De acordo com Cheng, Dey e Shewchuk [32, p. 10], provavelmente, o primeiro
algoritmo para a geração da triangulação de Delaunay, bem como o primeiro método
de avanço de fronteira (advancing front method), foi proposto no artigo de Frede-
rick, Wong e Edge [52]. Segundo Cheng, Dey e Shewchuk [32, p. 10], aparentemente,
os autores não tinham conhecimento que seu algoritmo gerava a triangulação de De-
launay restrita. A seguir, como exemplo de algoritmo para geração da triangulação
de Delaunay, o algoritmo de Lawson é descrito, e algoritmos com comportamento
linear são citados em seguida.

Algoritmo de Lawson

Um dos primeiros algoritmos propostos para triangulação de Delaunay foi o algo-
ritmo de Lawson [84]. Esse algoritmo é O(n2) para n pontos no plano.

O algoritmo de Lawson é incremental. Algoritmos por inserção incremental são
bem simples. Algoritmos projetados por essa técnica inserem um vértice por vez
e a cada inserção são realizadas operações para manter a triangulação de Delau-
nay. O algoritmo proposto por Lawson [84] provavelmente foi o primeiro algoritmo
incremental para a geração da triangulação de Delaunay.

O algoritmo de Lawson é baseado na troca de arestas. A troca de aresta foi
abordada na subseção 4.2.2, na página 43, e exemplificada nas figuras 4.6 e 4.7,
na página 45. A partir de uma triangulação qualquer, realiza-se a troca de arestas
para se obter uma triangulação de Delaunay no algoritmo de Lawson. Essa trian-
gulação qualquer deve abranger todo o domı́nio, de forma que novos vértices a serem
inseridos na triangulação sempre pertencerão a algum triângulo da triangulação.
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Três arestas são inseridas na triangulação a cada novo vértice v inserido em um
triângulo4abc: va, vb e vc. Se v não pertence ao circunćırculo de nenhum triângulo
da nova triangulação, as três novas arestas inseridas são de Delaunay e obtém-se
uma nova triangulação de Delaunay. Realiza-se a troca de arestas para cada uma
das três arestas que não atende à condição de Delaunay.

Na figura 4.10, mostra-se um exemplo da aplicação do algoritmo de Lawson.
Nesse algoritmo, quando um novo vértice é inserido, o triângulo que o contém é
encontrado, como exemplificado na figura 4.10(a). Então, três novas arestas são
inseridas na triangulação ao se ligar o novo vértice aos três vértices desse triângulo,
como exemplificado na figura 4.10(b). Desse modo, o triângulo original é substitúıdo
por três novos triângulos.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)
Figura 4.10: Um exemplo de aplicação do algoritmo de Lawson.(a) Triangulação de
Delaunay inicial e vértice que será inserido. (b) O novo vértice é ligado aos três vértices
do triângulo que o contém. (c) Uma aresta que não é de Delaunay é detectada. (d) A
troca de arestas é aplicada para remover a aresta que não é de Delaunay e inserir uma
aresta válida na triangulação de Delaunay. (e) Outra aresta que não satisfaz à condição
de Delaunay é encontrada. (f) A troca de arestas é aplicada novamente. A triangulação
final é de Delaunay. Os circunćırculos mostrados nas figuras (c) e (e) são utilizados para
mostrar que a condição de Delaunay não foi atendida. (Figuras extráıdas de [106].)
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Em seguida, um procedimento, que pode ser recursivo, verifica se as novas arestas
(ou os novos triângulos) são localmente de Delaunay. Se alguma aresta não for
localmente de Delaunay, como exemplificado na figura 4.10(c), então, a troca de
arestas é aplicada para remover a aresta que não é de Delaunay e inserir uma aresta
válida na triangulação de Delaunay, como exemplificado na figura 4.10(d). Duas
novas arestas (ou triângulos) devem ser testadas a cada troca de arestas (veja a
figura 4.10(e)). O procedimento termina quando não houver mais aresta oposta ao
novo vértice que não seja de Delaunay (veja a figura 4.10(f )).

Em geral, o algoritmo de Lawson é utilizado para manutenção da triangulação de
Delaunay, após a malha ter sofrido adaptações. Uma das vantagens do algoritmo
de Lawson é a facilidade de ser implementado. Um pseudocódigo da versão do
algoritmo de Lawson para ser utilizado para a verificação ou conversão de uma
triangulação para uma triangulação de Delaunay é mostrado no algoritmo 1.

Algoritmo 1: Lawson.

Entrada: triangulação T.
Sáıda: triangulação de Delaunay T.

1 ińıcio
2 para (cada triângulo 4abc ∈ T ) faça

// condiç~ao do circuncı́rculo vazio

// ao considerar 4abd como o

// triângulo que compartilha com o

// triângulo 4abc a aresta inválida ab
3 se (vértice d está dentro do circunćırculo do triângulo 4abc ∈ T )

então

4 Troque ab por cd; // realiza a troca da aresta

5 fim-se;

6 fim-para;
7 retorna T ;

8 fim.

Agora, considere que o vértice p é inserido no triângulo 4abd. Com isso, as
arestas ap, bp e dp são inseridas na triangulação T. Precisa-se verificar se o vértice
p invade os circunćırculos de três triângulos, formados pelas arestas ab, ad e bd,
respectivamente. Com isso, três verificações são realizadas, ao executar um proce-
dimento como o mostrado no algoritmo 2: Verifica(p, ab, T ), Verifica(p, ad, T ) e
Verifica(p, bd, T ).

O algoritmo de Bowyer-Watson [19, 151] é, em geral, mais utilizado que o algorito
de Lawson. Pelo algoritmo de Bowyer-Watson, ao inserir um vértice v na trian-
gulação que invade circunćırculo(s) de triângulo(s), os triângulos com circunćırculos
invadidos são exclúıdos e obtém-se um poĺıgono em que v é interno. Com isso, liga-se
v ao vértices desse poĺıgono.

Algoritmos com comportamento linear

Uma revisão em que são citados 34 algoritmos com comportamento linear para a
geração da tesselação de Delaunay foi apresentado por Gonzaga de Oliveira, No-
gueira e Tavares [70]. Os algoritmos mais rápidos atualmente são algoritmos incre-
mentais que utilizam eficientemente a hierarquia de memória da arquitetura atual
dos sistemas de computação [70]. Mais especificamente, a utilização eficiente da
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Algoritmo 2: Verifica.

Entrada: vértice p, aresta ab, triangulação T, em que {4abp, 4abd, 4ade,
4bdf} ⊂ T .

Sáıda: triangulação de Delaunay T.
1 ińıcio
2 c← Circuncentro(4abd);
3 se (||p, c|| < TamanhoCircunraio(4abd)) então

// o vértice p está dentro do

// circuncı́rculo do triângulo 4abd
4 Troque a aresta ab por pd em T ;

5 Verifica(p, ad, T ); Verifica(p, bd, T );

6 fim-se;
7 retorna T ;

8 fim.

memória cache é fundamental. Esses algoritmos inserem os pontos em uma deter-
minada sequência ao utilizar eficientemente a localidade de memória. Isso pode ser
obtido ao se utilizar a sequência dada por uma curva de preenchimento de espaço.
Três curvas de preenchimento de espaço bem conhecidas são as curvas de Peano
[110], de Hilbert [76] e de Sierpiński [134]. Como exemplos, a curva de Hilbert foi
utilizada por Liu e Snoeyink [90] e as curvas de Peano, de Hilbert e de Sierpiński
foram utilizadas por Schrijvers, van Bommel e Buchin [127, 128], no projeto de
algoritmos com comportamento linear para a geração da tesselação de Delaunay.

Outra sequência de inserção adequada pode ser obtida ao se utilizar uma estru-
tura de dados, como a kd-tree [12]. Especificamente, Liu, Yan e Lo [89] propuseram
um algoritmo incremental para a geração da tesselação de Delaunay tridimensional,
em que a inserção é realizada na sequência dada por uma variação da kd-tree. A
kd-tree é uma árvore k -dimensional, ou seja, é uma generalização da árvore binária
de busca. A cada ńıvel de uma kd-tree, é utilizada uma das coordenadas como
ı́ndice. A alteração na kd-tree proposta por Liu, Yan e Lo [89] é que, a cada rami-
ficação da árvore, a coordenada utilizada é aquela que tiver a maior diferença em
uma coordenada entre os pontos em consideração.

Por sua vez, Lo [91] propôs um algoritmo incremental para a geração da tri-
angulação de Delaunay em que a inserção é realizada na sequência dada por um
esquema multi-grid. Em particular, as simulações apresentadas por Lo [91] foram
com até 100 milhões de pontos bidimensionais.

É importante ser mencionado que o procedimento para encontrar o politopo que
contém o novo vértice inserido na tesselação deve apresentar baixo custo compu-
tacional. O walking procedure é uma implementação padrão em algoritmos para a
geração da tesselação de Delaunay. Para detalhes sobre esse assunto, veja a seção
5.5 de Cheng, Dey e Shewchuk [32]. Em particular, muitas aplicações utilizam a
biblioteca CGAL [140] para implementar algoritmos geométricos.

Como descrito, os algoritmos incrementais têm alcançado os melhores resul-
tados atualmente entre os algoritmos com comportamento linear para a geração
da triangulação de Delaunay. Por outro lado, outra técnica muito utilizada no
projeto de algoritmos para a geração da triangulação de Delaunay é a divisão e
conquista. Provavelmente, há centenas de algoritmos por divisão e conquista para a
geração da triangulação de Delaunay. Um exemplo de algoritmo recente por divisão
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e conquista, com comportamento linear, para a geração da tesselação de Delaunay
tridimensional, é o algoritmo proposto por Yang, Choi e Jung [154].

4.2.6 Refinamento de Delaunay

Uma triangulação de Delaunay pode ser refinada e a qualidade da malha deve ser
mantida. Refinamento de Delaunay é a noção de se manter uma triangulação de
Delaunay ao se inserir vértices em posições determinadas pela própria triangulação.

As vantagens de algoritmos para refinamento de Delaunay são que as proprie-
dades da triangulação de Delaunay são mantidas e que são projetados para terem
garantias matemáticas, isto é, sempre geram uma malha válida [32, p. 11]. Nesta
subseção, dois algoritmos para o refinamento de Delaunay são abordados: algo-
ritmo de Ruppert [124, 125, 126] e algoritmo de Üngor [145, 146], que podem ser
considerados dos melhores algoritmos para refinamento de Delaunay [65].

Algoritmo de Ruppert

O algoritmo de Ruppert [126] garante que todos os triângulos pertencentes à tri-
angulação terão ângulos entre α e π − 2α, de forma que α pode ser um ângulo
máximo de, aproximadamente, 20, 7◦. Ao se inserir um vértice na triangulação,
duas posições são posśıveis: inserir o ponto médio de uma aresta ou inserir o cin-
cuncentro do circunćırculo de um triângulo.

Um algoritmo para a geração da triangulação de Delaunay pode utilizar uma
métrica de qualidade. Uma dessas métricas de qualidade é ω2 = R

|t|0 , mostrada na

seção 3.7, na página 35, que é a razão entre o circunraio R e a menor aresta do
triângulo |t|0. É especificado um limite superior para a métrica ω2 para todos os
triângulos da triangulação. Como descrito na seção 3.7, a razão ω2 de um triângulo
é relacionada com seu menor ângulo α pela fórmula ω2 = 1

2 · sen α . Quanto menor
for a razão ω2, maior será o menor ângulo α do triângulo. Um limite superior para a
métrica ω2 garante que não há triângulo na malha com ângulo menor que arcsen 1

2ω2

[113].

Uma aresta possui infinitos ćırculos que tangem os vértices dessa aresta, como
exemplo, veja a figura 4.4. Por outro lado, considere a definição de ćırculo diametral
a seguir.

Definição 4.2 (ćırculo diametral). O ćırculo diametral de uma aresta ac é o ćırculo
que passa pelos vértices a e c e o diâmetro do ćırculo é o comprimento da aresta ac.

Isso significa que o ćırculo diametral de uma aresta ac é o ćırculo com menor
diâmetro que passa pelos vértices a e c. O algoritmo de Ruppert pode receber um
grafo planar de linhas não curvas (Planar Straight Line Graph - PSLG). Um PSLG
é um conjunto de vértices e seus segmentos. Aqui, segmentos são arestas que não
podem ser removidas. Claramente, os segmentos não se interceptam. Um segmento
é considerado invadido quando um vértice incide dentro de seu ćırculo diametral.
Um pseudocódigo para o algoritmo de Ruppert [126] é apresentado no algoritmo 3.

Nas situações em que o PSLG possui ângulos menores que 90◦, o algoritmo
tende a formar triângulos com ângulos muito agudos. Shewchuk [131] provou que
o algoritmo parará para qualquer entrada com ângulos de, no mı́nimo, 60◦.

Ruppert [126] provou que o seu algoritmo sempre parará para qualquer α <
20.7◦. Todavia, o algoritmo se mostra eficiente para ângulos de até, aproximada-
mente, 30◦.
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Algoritmo 3: Algoritmo de Ruppert.

Entrada: PSLG G = (LV , LS), em que LV é um conjunto de vértices e LS é
um conjunto de segmentos; ângulo mı́nimo α; n ∈ Nn+, em que
n = 3 é utilizado por padrão.

Sáıda: triangulação de Delaunay de TD = (TV , TS), com todos os ] ≥ α.
1 ińıcio

// as coordenadas extremas de G = (LV , LS) s~ao

// identificadas como: xmin, ymin, xmax, ymax
2 span(G) = max(xmax − xmin, ymax − ymin);

// adiciona-se um delimitador (bounding box )

// D no PSLG G = (LV , LS)
3 Seja D o delimitador de lado n× span(G), e considere que o PSLG

G = (LV , LS) está centralizado em D ;
4 Adicione os quatro segmentos de contorno de D no PSLG G = (LV , LS);
5 Construa a triangulação de Delaunay inicial TD = (TV , TS);
6 repita

// os cı́rculos diametrais dos segmentos

// s~ao verificados e s~ao inseridos os

// pontos médios dos segmentos invadidos

7 enquanto (existe segmento ab ∈ LS invadido) faça
// insere ponto médio m do segmento

// invadido ab em TV , e insere as

// arestas ma,mb,md,me em TS,
// considerando-se que 4abd,4abe ⊂ TD

8 InserePontoMédio(ab);

9 fim-enquanto;
// verifica triângulos com ] < α

10 enquanto (existe triângulo 4abd ⊂ TD com ] < α) faça
11 se (o circuncentro c do triângulo 4abd ⊂ TD invade o segmento

ab ∈ TS) então
// insere ponto médio m do

// segmento invadido ab em TV ,

// e insere as arestas ma,mb,md,me em TS,
// considerando-se que 4abe ⊂ TD

12 InserePontoMédio(ab);

13 senão
// insere circuncentro c em TV e insere

// em TS três arestas, com pontos

// terminais em c e com os três pontos

// do triângulo em que c é interior

14 InsereCircuncentro(4abd);

15 fim-se;

16 fim-enquanto;

17 até (não há segmento invadido e não ocorre ] < α);
18 retorna TD ;

19 fim.
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Mostra-se um exemplo de triangulação de Delaunay gerada pelo algoritmo de
Ruppert na figura 4.11, em que a entrada foram os segmentos em negrito. Nas figu-
ras 4.12 e 4.13, são mostradas triangulações de Delaunay geradas pelo algoritmo de
Ruppert. Os ângulos mı́nimos são de 33◦ nas triangulações de Delaunay mostradas
nas figuras 4.11, 4.12 e 4.13.

Figura 4.11: Exemplo de triangulação de Delaunay gerada pelo algoritmo de Ruppert,
com ângulo mı́nimo de 33◦. Arestas em negrito representam segmentos do PSLG de
entrada para o algoritmo. (Figura extráıda de [106].)

Figura 4.12: Triangulação de Delaunay com 6514 vértices e ângulo mı́nimo de 33◦,
gerada pelo algoritmo de Ruppert. (Figura extráıda de [106].)
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Figura 4.13: Triangulação de Delaunay com 65859 vértices e ângulo mı́nimo de 33◦,
gerada pelo algoritmo de Ruppert. (Figura extráıda de [107].)

Algoritmo de Üngor

Üngor [145, 146] propôs um refinamento de Delaunay similar ao algoritmo de Rup-
pert [126]. No algoritmo de Üngor [145, 146], são inseridos pontos chamados de
off-centers em vez dos circuncentros, como é realizado no algoritmo de Ruppert.
Considere a métrica ω2 = R

|t|0 , que é a razão entre o circunraio R e a menor aresta

|t|0 do triângulo, mostrada na seção 3.7, na página 35. Se um triângulo é consi-
derado de má qualidade ao ser avaliado pela métrica ω2, então, o algoritmo tenta
inserir o ponto off-center. Caso o off-center invada alguma aresta, então, o novo
vértice é inserido no ponto médio dessa aresta em vez do off-center.

Para calcular o off-center, considera-se um triângulo 4pqr de má qualidade.
Considere que a menor aresta e o circuncentro de um triângulo 4pqr são pq e
c0, respectivamente. Se o triângulo 4pqr tem duas arestas menores de mesmo
tamanho, escolhe-se uma delas, arbitrariamente. O off-center c1 do triângulo 4pqr
é o seu circuncentro se o valor da métrica ω2 calculado no triângulo 4pqc0 for
menor ou igual a um dado limite ωα, em que ωα é a métrica ω2 de um ângulo α,
conforme mostrado na figura 4.14(a). Caso contrário, o off-center c1 será o ponto
na mediatriz da aresta pq, dentro do circunćırculo, que faz com que a métrica ω2

do triângulo ∆pqc1 seja exatamente igual a ωα. O ćırculo que passa pelos vértices
da menor aresta pq, centrado no off-center c1, é chamado de off-circle. O off-circle
com off-center c1 é mostrado em linha tracejada na figura 4.14(b).

Como exemplo, considere que um usuário definiu que todos os ângulos da tri-
angulação tenham ângulo mı́nimo α de 30◦ em sua triangulação de Delaunay. Por-
tanto, wα = 1

2 · sen α = 1. (Claramente, foi escolhido α = 30◦ convenientemente
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Figura 4.14: O circuncentro do triângulo 4pqr é c0. O off-center do triângulo 4pqr é
c1, porque a menor aresta do triângulo 4pqr é pq. O circuncentro do triângulo 4pqc1 é
c2. Se |c1c2| ≤ ωα|pq|, então, c1 = c0, como mostrado em (a); caso contrário, c1 6= c0.
Se |c1c2| > ωα|pq|, então, calcula-se c2 de forma que |c1c2| = ωα|pq|, como mostrado em
(b). O off-circle do triângulo 4pqr é o circunćırculo do triângulo 4pqr (porque c0 = c1)
em (a), e é mostrado em linha tracejada em (b): off-circle é o ćırculo que tem como
circuncentro o off-center c1 e que passa pela menor aresta pq. As figuras são adaptadas
de Üngor [145, 146] [104].

para se obter ω2 = 1.) Considere, novamente, um triângulo 4pqr de má qualidade,
com menor aresta pq e circuncentro c0. Considere que, ao se inserir um vértice no
circuncentro c0 do triângulo 4pqr, como mostrado na figura 4.14(a), haveria ângulo
do triângulo menor que 30◦. Por isso, em vez de inserir o circuncentro de 4pqr,
Üngor definiu que o ponto a ser inserido deveria estar um pouco mais próximo
da aresta pq do que é a distância do circuncentro c0 para a aresta pq, de forma
que a métrica ω2 do novo triângulo resulte exatamente no valor dado pelo ângulo
mı́nimo definido pelo usuário. Um lugar geométrico adequado para se inserir esse
novo ponto é na mediatriz de pq, claramente, interior ao circunćırculo de 4pqr.
Suponha que o usuário escolha inserir o ponto s1 mais próximo da aresta pq do que
o cincuncentro c0. Suponha que o menor ângulo de 4pqs1 seja, por exemplo, 25◦.
Isso faz com que o valor da métrica ω2 do triângulo 4pqs1 seja ∼= 1, 18. Como o
usuário deseja que o valor da métrica ω2 do novo triângulo seja igual a 1, o usuário
desiste de inserir s1 e decide inserir um novo ponto s2 (na mediatriz de pq, dentro
do circunćırculo de 4pqr) um pouco mais próximo da aresta pq do que é s1 em
relação à aresta pq (para que o valor da métrica ω2 seja menor que 1,18). Suponha
que o menor ângulo de 4pqs1 seja, por exemplo, 27◦. Isso faz com que o valor da
métrica ω2 do triângulo 4pqs2 seja ∼= 1, 1. Com isso, o usuário também desiste de
inserir s2 e decide inserir um novo ponto s3 um pouco mais próximo da aresta pq
do que é s2 em relação à aresta pq. Suponha que o menor ângulo de 4pqs3 seja,
por exemplo, 29◦. Isso faz com que o valor da métrica ω2 do triângulo 4pqs3 seja
∼= 1, 03. Com isso, o usuário percebe que precisa inserir o novo ponto ainda um
pouco mais próximo da aresta pq para obter o valor ω2 = 1 do novo triângulo. O
lugar geométrico em que deve inserir o novo ponto para que a métrica ω2 seja igual
a 1 deve ser exatamente em c1, o ponto chamado de off-center por Üngor.

Üngor [145, 146] mostrou que o seu algoritmo possui as mesmas garantias que
o algoritmo de Ruppert. Seus experimentos mostraram que o seu algoritmo in-
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sere aproximadamente 40% menos vértices e as malhas tornam-se 30% menores
em relação ao número de politopos em comparação com algoritmos baseados na
inserção de circuncentros, como o algoritmo de Ruppert. Nas figuras 4.15 e 4.16,
são mostradas triangulações de Delaunay com ângulo mı́nimo de 33◦, geradas pelo
algoritmo de inserção de off-centers de Üngor.

Figura 4.15: Triangulação de Delaunay com 5356 vértices, ângulo mı́nimo de 33◦, gerada
pelo algoritmo de inserção de off-centers de Üngor. (Figura extráıda de [106].)

Figura 4.16: Triangulação de Delaunay e ângulo mı́nimo de 33◦, gerada pelo algoritmo
de inserção de off-centers de Üngor.
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Nas figuras 4.17 e 4.18, são mostradas triangulações de Delaunay com 2316 e
5555 vértices e com ângulos mı́nimos de 30◦ e 32◦, respectivamente. Essas trian-
gulações de Delaunay foram geradas utilizando-se tanto o refinamento por inserção
de circuncentros de Ruppert quanto o algoritmo de inserção de off-centers de Üngor.

Figura 4.17: Triangulação de Delaunay com 2316 vértices e ângulo mı́nimo de 30◦,
gerada pelos algoritmos de Ruppert e de Üngor.

Figura 4.18: Triangulação de Delaunay com 5555 vértices e ângulo mı́nimo de 32◦,
gerada pelos algoritmos de Ruppert e de Üngor.
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4.2.7 Tetraedros com vértices quase coplanares

Um sliver é um tetraedro cujos vértices são quase coplanares e com circunraio
(de sua circunsfera) que não é muito maior que sua menor aresta. Ao considerar
|t|0 como a menor aresta, r o inraio e R o circunraio da circunsfera de um sliver,
esse tetraedro pode ser considerado de boa qualidade ao ser avaliado pela métrica
ω2 = R

|t|0 , mostrada na seção 3.7, na página 35; mas é considerado um tetraedro

de má qualidade ao ser avaliado pela métrica ρ2 = r
R , mostrada na seção 3.5, na

página 33. Cheng, Dey e Shewchuk [32, p. 26] explicam que um sliver pode ser
avaliado como ω2 = R

|t|0 = 1√
2
∼= 0, 71, que é um valor próximo do valor ∼ 0, 61 do

tetraedro regular. Entretanto, sliver pode ser considerado problemático em outras
métricas por causa do seu volume e altitude pequenas, e com ângulos diétricos que
podem ser pequenos (próximos a 0◦) ou grandes (próximos a 180◦).

Slivers podem ser considerados como um dos tipos de tetraedros mais pro-
blemáticos. Se ocorrem slivers em uma tesselação, a precisão da simulação numérica
pode ser prejudicada ou a solução numérica pode não convergir para a solução do
problema.

Cavendish, Field e Frey [30] perceberam que slivers são frequentes em tesselações
de Delaunay (tridimensionais). Talmor [136] percebeu que tesselações de Delaunay
possuem slivers mesmo com pontos com espaçamentos adequados. Com isso, uma
das principais dificuldades na geração de malhas tridimensionais é evitar a presença
de slivers [70]. Cheng, Dey e Shewchuk [32] apresentam detalhes sobre esse assunto
e sobre algoritmos para a geração de malhas tridimensionais que evitam a presença
de slivers.

4.2.8 Triangulação de Pitteway e grafo de Gabriel

As arestas de uma triangulação de Pitteway [114] de um conjunto de pontos V são
formadas ao ligar cada vértice q ∈ V mais próximo de cada ponto p ∈ V , com p 6= q.
Esse é um caso especial da triangulação de Delaunay em que cada aresta interna
cruza uma aresta do diagrama de Voronoi, explicado na seção 4.3, na página 60.

Nem todo conjunto de pontos suporta uma triangulação de Pitteway. Quando
existe, a triangulação de Pitteway consiste na união do fecho convexo com o grafo de
Gabriel [57]. Logo, o grafo de Gabriel é um subgrafo da triangulação de Delaunay.
O grafo de Gabriel expressa a noção de proximidade entre pontos. Forma-se o grafo
de Gabriel ao formar arestas entre pontos p, q ∈ V , em que o ćırculo diametral
da aresta pq é vazio (veja a definição 4.2, na página 52). Grafos de Gabriel são
estendidos naturalmente para três dimensões. Nesse caso, a condição do ćırculo
diametral vazio é substitúıda pela condição da circunsfera vazia do triângulo.

Na figura 4.21, observa-se um exemplo da triangulação de Pitteway. Na figura
4.19, observa-se um exemplo em que não ocorre a triangulação de Pitteway.

Figura 4.19: Exemplo de triangulação de Delaunay que não é uma triangulação de
Pitteway.
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4.3 Diagrama de Voronoi

O diagrama de Voronoi é um tipo espećıfico de decomposição (em regiões) de um
espaço. Na sua forma mais t́ıpica, essa decomposição do espaço é determinada pelas
distâncias para um conjunto de pontos geradores no espaço. Em mais detalhes, o
diagrama de Voronoi no plano euclidiano é o conjunto não sobreposto de regiões Ri,
considerando-se que o restante do espaço é delimitado por arestas infinitas. Con-
sidere a seguinte definição de região de diagrama de Voronoi no espaço euclidiano,
que é o caso mais simples e comum.

Definição 4.3. (região de diagrama de Voronoi) Seja V ⊂ Rd um conjunto de n
pontos geradores pi no espaço euclidiano, para 1 ≤ i ≤ n. Uma região de Voronoi
Ri, associada ao ponto gerador pi, é o conjunto de todos os pontos em Rd que estão
pelo menos tão próximos a pi do que a qualquer outro ponto gerador em V, ou seja,
para dimensões d iguais a 2 ou 3, cada região de Voronoi é um conjunto de pontos
Ri = {p ∈ Rd : (∃pi ∈ V )(∀pj ∈ V ) ||p−pi|| ≤ ||p−pj ||, com i 6= j ∧ 1 ≤ i, j ≤ n}.

Para um dado conjunto de pontos geradores V, um diagrama de Voronoi é gerado
de forma que cada ponto gerador possui uma região mais próxima associada a esse
ponto gerador do que a qualquer outro ponto gerador. Em mais detalhes, ao gerar
um diagrama de Voronoi, o espaço é subdividido em regiões Ri, denominadas regiões
de Voronoi , de tal forma que a região Ri é o espaço mais próximo do ponto gerador
pi ∈ V do que a qualquer outro ponto em V.

Em um domı́nio finito (fechado), as regiões dessa tesselação decompõem o
domı́nio em um conjunto de politopos convexos não sobrepostos em torno de pontos
geradores [150], que compreendem todo o domı́nio. Em um domı́nio finito, a inter-
face entre duas regiões de Voronoi, isto é, o conjunto de pontos que delimitam duas
regiões de Voronoi adjacentes, é uma aresta e um poĺıgono no espaço euclidiano
bidimensional e tridimensional, respectivamente.

Conceitos semelhantes aos apresentados por Voronoi também foram abordados
por Descartes [45] ao descrever que o sistema solar consiste de vórtices e ao mostrar
ilustrações em que decompõe o espaço em regiões convexas em torno de estrelas. É
posśıvel que o primeiro a descrever formalmente essas ideias tenha sido Dirichlet [46],
na investigação de formas quadráticas positivas. Dirichlet [46] propôs um método
em que um determinado domı́nio poderia ser decomposto, sistematicamente, em
um conjunto de regiões convexas. Por isso, essa estrutura geométrica também é
conhecida como tesselação de Dirichlet . No contexto de geografia e meteorologia,
o diagrama de Voronoi é conhecido como poĺıgonos de Thiessen [141].

O diagrama de Voronoi pode ser lembrado em várias situações na natureza. Por
exemplo, na figura 4.20, mostra-se parte da casca de um marolo (Annona crassi-
flora).

Figura 4.20: Parte da casca de marolo (Annona crassiflora) e sua similaridade com o
diagrama de Voronoi.
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Um dos primeiros algoritmos propostos para a geração do diagrama de Voronoi
foi o algoritmo por divisão e conquista de Shamos e Hoey [130]. Esse algoritmo é
O(n lg n) no pior caso, para n pontos no plano. Outro algoritmo por divisão e
conquista para a geração do diagrama de Voronoi foi proposto por Bentley, Weide e
Yao [13, 14]. Pode ser que esse tenha sido o primeiro algoritmo com comportamento
linear para a geração do diagrama de Voronoi.

Brown [22, 23] mostrou como computar um diagrama de Voronoi d -dimensional
ao transformar pontos para o espaço d + 1, computar o fecho donvexo dos pontos
transformados e, então, transformar o fecho convexo do espaço d -dimensional. Em
termos simples, um fecho convexo de um conjunto de pontos no espaço euclidiano
bidimensional é o menor conjunto convexo que contém esse conjunto de pontos (veja
a definição 1.10, na página 13). A versão do método de Brown para dimensões
maiores foi apresentada por Seidel [129].

Também há correspondência entre o diagrama de Voronoi e o eixo medial. Veja
detalhes sobre esse assunto em Nogueira [100], por exemplo.

A seguir, são abordadas a dualidade entre o diagrama de Voronoi e a tesselação
de Delaunay na subseção 4.3.1. O diagrama de potência, uma generalização do
diagrama de Voronoi, é abordado na subseção 4.3.2

4.3.1 Dualidade entre diagrama de Voronoi e tesselação de
Delaunay

Os pontos geradores do diagrama de Voronoi são os vértices da tesselação de Delau-
nay. Em um domı́nio finito, se todos os pares de pontos geradores que têm alguma
interface (aresta no domı́nio bidimensional e poĺıgono no domı́nio tridimensional)
de regiões em comum são unidos por arestas, um conjunto de triângulos ou de te-
traedros é formado no domı́nio bidimensional ou tridimensional, respectivamente.
Com isso, o resultado é uma tesselação de Delaunay do fecho convexo do conjunto
de pontos geradores. Em outras palavras, é obtida uma tesselação de Delaunay dos
pontos geradores do diagrama de Voronoi se esses pontos geradores, tendo uma in-
terface de região comum, forem ligados por arestas. Ainda, os vértices do diagrama
de Voronoi são circuncentros de triângulos adjacentes (ou centros de esferas que
circundam tetraedros em um domı́nio tridimensional) da tesselação de Delaunay
que contêm intersecção com as regiões de Voronoi. Isso significa que, em particular
em um domı́nio bidimensional, ao se considerar que o triângulo 4abc pertence a
uma triangulação de Delaunay, o centro do circunćırculo do triângulo 4abc corres-
ponde a um vértice do diagrama de Voronoi. Veja um exemplo de triangulação de
Delaunay na figura 4.21.

Por causa dessa dualidade entre o diagrama de Voronoi e a tesselação de Delau-
nay, o diagrama de Voronoi é definido como uma estrutura dual da tesselação de
Delaunay. Dessa maneira, é posśıvel a transformação da tesselação de Delaunay em
diagrama de Voronoi e vice-versa. Dado o diagrama de Voronoi de um conjunto de
n pontos, a triangulação de Delaunay pode ser obtida em tempo O(n). O mesmo
ocorre para a transformação da triangulação de Delaunay em diagrama de Voronoi.

Como descrito, em um domı́nio bidimensional, entre poĺıgonos de Voronoi e
triângulos correspondentes da triangulação de Delaunay que têm interseção, arestas
da triangulação de Delaunay (arestas entre pontos geradores) e arestas do diagrama
de Voronoi formam ângulos retos (veja a figura 4.21). Logo, uma triangulação de
Delaunay só existe se dois pontos a serem conectados forem pontos terminais de
um segmento de reta perpendicular a uma aresta no diagrama de Voronoi. Uma
consequência disso é que a tesselação resultante é adequada para ser utilizada na
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Figura 4.21: Partição do diagrama de Voronoi em vermelho e a triangulação de Delau-
nay corresponde em preto. Os pontos vermelhos são os circuncentros dos circunćırculos
dos triângulos de Delaunay, e também são vértices das regiões de Voronoi. Os pontos
pretos, que são os vértices dos triângulos de Delaunay, também são os pontos geradores
do diagrama de Voronoi. (Figura extráıda de [107]).

discretização de equações diferenciais parciais por volumes finitos. Note que utiliza-
se o termo tesselação como sinônimo de malha computacional. Esses conceitos da
tesselação de Delaunay e do diagrama de Voronoi são particularmente importantes
para a apliação do método dos volumes finitos com o diagrama de Voronoi por causa
do teorema da divergência. Considere uma aresta ab da triangulação de Delaunay,
incidente a pontos de avaliação a e b de dois volumes de controle (poĺıgonos de
Voronoi em um domı́nio bidimensional) Ra e Rb, respectivamente. O ângulo entre
a aresta ab e a interface (aresta do diagrama de Voronoi em um domı́nio bidimen-
sional) entre Ra e Rb é reto. Com isso, cálculos de cossenos não necessitam ser
realizados, e esses cálculos ocasionariam acréscimo inerente no erro numérico. Na
prática, gera-se a triangulação de Delaunay e os pontos de avaliação da aplicação
do médodo dos volumes finitos são os próprios vértices da tesselação de Delaunay,
ou seja, os pontos geradores do diagrama de Voronoi correspondente.

O grau dos vértices geradores da triangulação de Delaunay pode ser variável. Já
o grau do vértice gerador do diagrama de Voronoi é fixo, exceto em casos em que
há uma triangulação de Delaunay com quatro ou mais pontos cocirculares.

4.3.2 Diagrama de potência

O diagrama de Voronoi ponderado é uma generalização do diagrama de Voronoi
e é dual à triangulação de Delaunay ponderada. Como é calculada a distância
no diagrama de Voronoi ponderado é o que o difere do diagrama de Voronoi, em
que é utilizada a distância euclidiana. Um ponto gerador c é substitúıdo por um
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valor w(c). Isso significa que um ponto gerador c possui um peso no diagrama de
Voronoi ponderado. Com isso, em vez de se avaliar a distância de um ponto p ∈ Rd
para o ponto gerador c, como é realizado no diagrama de Voronoi, a distância
do ponto p é avaliada em função da distância entre p e c e também de w(c),
no diagrama de Voronoi ponderado [4]. Aurenhammer [4] também explica que a
diferença da distância entre p e c por w(c) leva a diagramas cujas instâncias planares
podem ser interpretadas como diagramas de Voronoi para circunferências, em que
w(c) ≥ 0 é o circunraio da circunferência com circuncentro c e a distância de p para
a circunferência é a potência de um ponto, definida a seguir.

Definição 4.4. (potência de ponto em relação à circunferência) A potência de um
ponto p, no plano euclidiano, em relação à circunferência, com circuncentro c e
circunraio R, é ||p− c||2 −R2, em que ||p− c|| é a distância euclidiana do ponto p
para a circunferência.

Dessa forma, o diagrama de Voronoi ponderado é chamado de diagrama de
potência. Como exemplo de aplicacão do diagrama de potência, já em 1979, Boots
[17] aplicou esse diagrama em Geografia.

Uma forma simples de se entender o diagrama de potência é o seguinte. Con-
sidere um conjunto de circunferências. Um poĺıgono do diagrama de potência é
formado por todos os pontos que estão mais próximos de uma circunferência do
que de todas as outras circunferências desse conjunto. Para saber a distância de
um ponto p para uma circunferência, utiliza-se a potência do ponto em relação à
circunferência, definida anteriormente.

Se a potência do ponto em relação a uma circunferência é positiva, negativa ou
zero significa que o ponto é externo, interno ou pertence à circunferência, respecti-
vamente. Considere a seguinte definição de região do diagrama de potência.

Definição 4.5. (região do diagrama de potência no plano euclidiano) Seja um
conjunto de circunferências C = {C1, C2, · · · , Cn}, em que uma circunferência Ci
tem circuncentro ci e circunraio Ri. Cada região do diagrama de potência é um
conjunto de pontos Pi = {p ∈ R2 : (∃Ci ∈ C)(∀Cj ∈ C) ||p − ci||2 − R2

i ≤ ||p −
cj ||2 −R2

j , com i 6= j ∧ 1 ≤ i, j ≤ n}.

O diagrama de potência (ou de Laguerre) é o conjunto não sobreposto das regiões
Pi, com 1 ≤ i ≤ n; considerando-se que o restante do espaço é delimitado por arestas
infinitas, no plano euclidiano. A potência de um vértice do diagrama de potência no
plano euclidiano é a mesma para três circunferências. Em um domı́nio bidimensional
finito, uma aresta (um poĺıgono em um espaço tridimensional finito) do diagrama de
potência é o conjunto de pontos que delimitam duas regiões adjacentes do diagrama
de potência.

Como descrito, o diagrama de Voronoi é um caso especial do diagrama de
potência: no plano euclidiano, se todas as circunferências são congruentes, o di-
agrama de potência é o diagrama de Voronoi, em que os circuncentros são os pontos
geradores. Essas caracteŕısticas do diagrama de potência podem ser estendidas
a dimensões maiores. Esta subseção fornece apenas uma noção do diagrama de
potência. Uma ótima fonte para o diagrama de potência é o artigo de Aurenham-
mer [4], em que o autor descreve as relações do diagrama com fecho convexo e
apresenta algoritmos eficientes para computar o diagrama, entre outros resultados.



64 Triangulação de Delaunay e ao diagrama de Voronoi

4.4 Notas bibliográficas

Uma fonte excelente, em diversos aspectos importantes de geração de tesselações
de Delaunay, não abrangidos neste texto, é o livro Delaunay Mesh Generation de
Cheng, Dey e Shewchuk [32]. Os autores descrevem a tesselação de Delaunay em
detalhes, bem como fornecem demonstrações dos conceitos abordados, detalhes de
algoritmos, custos computacionais, bem como detalhes da tesselação de Delaunay
em três dimensões.

4.5 Exerćıcios

1. Explique a condição de circunćırculos vazios da triangulação de Delaunay.

2. Toda triangulação é uma triangulação de Delaunay? Explique.

3. O que é uma aresta local de Delaunay?

4. Se uma aresta não é localmente de Delaunay, o que pode ser realizado para
torná-la uma aresta local de Delaunay e qual o algoritmo que pode ser utilizado
nesse caso?

5. Sempre existe uma triangulação de Delaunay para n pontos? Explique.

6. O que caracteriza uma triangulação de Delaunay restrita?

7. Necessariamente, uma triangulação de Delaunay restrita é uma triangulação
de Delaunay? Por quê?

8. Altere o algoritmo de Lawson mostrado no algoritmo 1, na página 50, de forma
que seja utilizado para a geração da triangulação de Delaunay e não somente
para a manutenção da malha.

9. Explique quais as aplicações de uma curva de preenchimento de espaço no
contexto de malhas computacionais.

10. Ao identificar um triângulo de má qualidade, quais os lugares geométricos
posśıveis em que um novo vértice será inserido pelo algoritmo de Ruppert?

11. Explique por que o diagrama de Voronoi é uma malha dual da triangulação
de Delaunay.

12. Forneça uma noção intuitiva sobre o teorema da divergência. Em seguida,
explique as implicações de aplicar o teorema da divergência no domı́nio de
Voronoi em um domı́nio fechado.

13. Explique o que são cincunferências congruentes.

14. Por que o diagrama de Voronoi é um caso especial do diagrama de potência?



Caṕıtulo 5

Representações de malhas
triangulares

5.1 Introdução

O desenvolvimento de métodos para controlar e ajustar ńıveis de detalhes de um
conjunto de dados é uma área de pesquisa ativa. Isso ocorre, principalmente, por
causa da crescente necessidade de estudo e visualização de detalhes de conjuntos
de dados tridimensionais complexos, tais como em formas geométricas, modelos
geográficos ou campos escalares volumétricos [41].

De Floriani, Kobbelt e Puppo [41] também explicam que muitas aplicações exi-
gem operações de extração de dados em tempo real ou, pelo menos, on-line, para
estruturas que, geralmente, possuem geometrias bastante complicadas. Exigências
de desempenho e escalabilidade impõem vários desafios no projeto de sistemas dessa
natureza, e o projeto de estruturas de dados adequadas tem um papel importante
nesse contexto. Geralmente, uma melhor qualidade da solução do problema é direta-
mente proporcional ao custo computacional e, levando-se em conta a escalabilidade,
necessita-se encontrar um equiĺıbrio para que o modelo seja genérico, flex́ıvel, com
boa qualidade de aproximação à solução do problema e com baixo custo computaci-
onal e de armazenamento. De forma geral, a escolha da estrutura de dados depende
da aplicação, do desempenho esperado, tamanho dos dados e das operações a serem
realizadas. Em particular, no plano euclidiano, é mais fácil lidar com o armaze-
namento de triângulos do que com poĺıgonos mais complexos. Neste caṕıtulo, são
abordadas estruturas de dados para a representação de malhas triangulares.

Formas básicas de armazenamento de grafos são mostradas na seção 5.2. A
estrutura de dados winged-edge [11] é descrita na seção 5.3. A estrutura de dados
DCEL [96] é abordada na seção 5.4. Também, é mostrado um grafo especialmente
projetado para a representação de refinamento adaptativo de malhas triangulares
[69] na seção 5.5. Finalmente, custos de armazenamento de 10 estruturas de dados
para representação de malhas triangulares são mostrados na seção 5.6.

5.2 Formas básicas de armazenamento

Como descrito na seção 1.2, uma malha pode ser compreendida como um grafo
não direcionado. Ainda, grafos e matrizes são estruturas equivalentes. Com isso,
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formas básicas de armazenamento de matrizes são abordadas nesta seção. Matri-
zes de adjacências e listas de adjacências são comentadas na subseção 5.2.1. Na
subseção 5.2.2, são abordadas formas de armazenamento baseadas no formato CSR
(Compressed Sparse Row). Essas estruturas de dados podem ser utilizadas para
representar quaisquer tipos de malhas.

5.2.1 Matriz de adjacências e listas de adjacências

Uma forma básica de se representar um grafo G = (V,E) é por uma matriz de
adjacências. A vantagem dessa forma de armazenamento é o acesso à estrutura de
dados em Θ(1). Todavia, o custo de armazenamento dessa estrutura de dados é
O
(
|V |2

)
e isso pode ser um limitador em matrizes de grande porte.

Uma alternativa natural para matrizes de adjacências são as listas de ad-
jacências, já que, tipicamente, as matrizes são esparsas em simulações numéricas.
Note que um vértice de um grafo em memória pode representar um politopo da
malha e, com isso, adjacências entre vértices do grafo seriam as adjacências en-
tre politopos. Essa é uma forma natural de armazenamento em discretizações por
volumes finitos, por exemplo. Com listas de adjacências [77], pode-se armazenar
uma lista encadeada simples dos vértices do grafo. Na representação por listas
de adjacências, para cada vértice do grafo, armazena-se a lista de adjacências do
vértice. Dessa forma, em um grafo não direcionado, cada aresta é armazenada duas
vezes, ou seja, uma vez em cada vértice da aresta. Deve-se armazenar o endereço
do vértice inicial e, para se determinar o final da lista encadeada, há um endereço
nulo no último vértice da lista encadeada. Logo, a lista de adjacências primária
tem |V | + 1 endereços armazenados. Portanto, essa forma de armazenamento tem
custo 2|A| + |V | + 1 = O(|V | + |A|). Vantagens dessa estrutura de dados são a
sua simplicidade de implementação e alterações topológicas na malha são simples
de serem efetuadas: apenas endereços de memória são alterados para se atualizar
a estrutura de dados. Em geral, o número de adjacências de um vértice é pequeno
em uma malha; logo, as adjacências são rapidamente determinadas.

O armazenamento de uma malha por listas de adjacências é uma forma adequada
se determinados métodos numéricos são utilizados. Por exemplo, pode-se resolver
um sistema de equações lineares com matriz de grande porte por um método itera-
tivo, como o método dos gradientes conjugados [75, 83]. O método dos gradientes
conjugados é raramente utilizado sem um precondicionador. O precondicionador de
Jacobi é adequado se listas de adjacências são utilizadas. No entanto, os precondi-
cionadores baseados em fatoração incompleta de Cholesky e fatoração incompleta
LU são inviáveis para serem utilizados com listas de adjacências. Por isso, formas
de armazenamento baseadas em um esquema matricial são geralmente utilizadas
com esses precondicionadores.

5.2.2 Formato CSR e variações

A seguir, são descritos formatos básicos de se armazenar matrizes, os formatos por
coordenadas, CSR, skyline e CSR-SSS.

Formato por coordenadas

Uma forma básica de armazenamento que alia vantagens da matriz de adjacências
e das listas de adjacências é a seguinte. Considere a matriz



Introdução à geração de malhas 67

A =


a11 0 a13 0
0 a22 0 a24

a31 0 a33 0
0 a42 0 a44

 .

Os coeficientes não nulos da matriz A podem ser armazenados em

An = [a11, a31, a22, a42, a13, a33, a24, a44]

e os ı́ndices das linhas e das colunas em

Ai = [1, 3, 2, 4, 1, 3, 2, 4]

e

Aj = [1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4],

respectivamente. O custo dessa forma de armazenamento é de 3Nz, em que Nz
é o número de coeficientes não nulos da matriz A. Note que pode-se ter qualquer
disposição dos coeficientes em An, alterando-se Ai e Aj de acordo com a disposição
dos coeficientes não nulos em An.

Formato CSR

No formato CSR ou CSC (Compressed Sparse Row/Column, também chamado de
Compressed Row/Column Storage), os coeficientes não nulos da matriz A são dis-
postos linha por linha ou coluna por coluna, respectivamente. Dessa forma, no for-
mato CSR, a matriz A é representada por An = [a11, a13, a22, a24, a31, a33, a42, a44],
Ac = [1, 3, 2, 4, 1, 3, 2, 4] e Al = [1, 3, 5, 7, 9], em que Ac contém os ı́ndices das colu-
nas dos coeficientes não nulos da matriz A e Al contém os ı́ndices de ińıcio de cada
linha em Ac e a entrada Al[n + 1] contém Al[1] + Nz. O tamanho de An é Nz, o
tamanho de Ac é Nz e o tamanho de Al é n+ 1, em que n é o número de linhas da
matriz A. Note que os coeficientes de An podem ser substitúıdos por endereços de
memória, por exemplo, dos politopos da malha armazenados como objetos em uma
linguagem orientada a objetos.

Formato skyline

Há diversas variações dos formatos CSR e CSC. Uma formato bastante popular
na comunidade de elementos finitos é o formato SSS, chamado de esquema de ar-
mazenamento compacto (Compact Storage Scheme) por Jennings [79] e de Skyline
Storage Scheme por Felippa [51] ou Symmetric Sparse Skyline [61], também conhe-
cido como armazenamento por envelope, profile ou largura de banda variável. Para
descrições dessas caracteŕısticas de matrizes, veja o livro de Gonzaga de Oliveira e
Chagas [66].

Considere que a matriz A é simétrica. No formato SSS [51], armazena-
se a diagonal principal e o envelope da matriz A. O vetor skyline é An =
[a11, a22, a13, 0, a33, a24, 0, a44] e a i -ésima entrada do vetor de ı́ndices indica o coefi-
ciente da diagonal principal da i -ésima linha: Ai = [1, 2, 5, 8]. Portanto, o tamanho
de An é o profile da matriz A adicionado do número n de linhas da matriz A.
O tamanho de Ai é o número de linhas da matriz A. Na linguagem Fortran, é
conveniente incluir a primeira entrada de Ai como zero, obtendo-se Ai com n + 1
entradas.
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A grande vantagem do formato skyline é que fill-in recai somente no envelope
da matriz A durante uma decomposição como a de Cholesky. Para armazenar uma
matriz assimétrica no formato skyline, são armazenados os envelopes das matrizes
triangular inferior e superior da matriz A.

Como o custo desse armazenamento é dependente do profile da matriz A,
heuŕısticas para reduções de profile e da largura de banda da matriz A são lar-
gamente empregadas nesse contexto. O livro de Gonzaga de Oliveira e Chagas [66]
é inteiramente dedicado a esses assuntos.

Formato CSR-SSS

Para matrizes simétricas, em vez de utilizar o formato CSR, uma escolha natural é
armazenar somente as linhas da matriz triangular inferior. Ainda, um vetor grande
pode ser impeditivo, porque há a necessidade de alocação de espaço cont́ınuo da
memória, em vez de espaços distribúıdos, como ocorre nas listas de adjacências.
Portanto, é conveniente diminuir o vetor de coeficientes do formato CSR ao arma-
zenar os coeficientes da diagonal principal em um vetor separado. Com isso, o vetor
de ı́ndices das colunas também é diminúıdo porque não é mais necessário arma-
zenar as colunas dos coeficientes da diagonal principal. Esse formato é conhecido
como CSR-SSS: os coeficientes da diagonal principal são armazenados separada-
mente e os coeficientes não nulos da matriz triangular inferior são armazenados
linha a linha, como no formato CSR. Se a matriz A é simétrica, então, tem-se
Ad = [a11, a22, a33, a44], An = [a31, a42], Ac = [1, 2] e Al = [0, 0, 1, 2, 2]. O tamanho
de Ad é o número n de linhas da matriz A, o tamanho de Al é n+ 1 e ambos, An e
Ac têm o número de coeficientes não nulos da matriz triangular inferior da matriz
A, que é o número de arestas do grafo. Como comparação, listas de adjacências
têm custo 2|A|+ |V |+ 1 e o formato CSR-SSS tem custo 2|A|+ 2|V |+ 1.

5.3 Estrutura de dados winged-edge

A estrutura de dados winged-edge foi proposta originalmente para representar poli-
edros com faces poligonais [11]. A aresta é a entidade central na estrutura de dados
winged-edge. As quatro arestas adjacentes a uma aresta ab são armazenadas aos
pares, isto é, uma predecessora e uma sucessora, em duas listas circulares, e as duas
faces incidentes à aresta ab, formam as “asas” da aresta ab, então, cada aresta é
“alada”.

Na estrutura de dados winged-edge, as adjacências imediatas para entidades
da malha são codificadas. A estrutura de dados codifica explicitamente todas as
entidades que formam a malha e codifica a maioria da topologia do politopo. Para
cada aresta ab da malha, a estrutura de dados mantém os ı́ndices dos dois vértices
a e b, dos dois poĺıgonos a que a aresta ab pertence, das quatro arestas que são
adjacentes à aresta ab e também pertencem aos dois poĺıgonos a que a aresta ab
pertence.

Vértices e poĺıgonos também são codificados. Em uma forma simplificada, pode-
se armazenar apenas a aresta inicial de cada vértice, além de suas coordenadas.
Em uma forma mais completa, pode-se armazenar, para cada vértice, um ponteiro
para cada aresta incidente ao vértice. Para cada poĺıgono, as arestas do poĺıgono
são armazenadas em uma lista circular, ao se estabelecer uma aresta inicial. Isso
significa que cada aresta direcionada tem uma aresta direcionada predecessora e
uma aresta direcionada sucessora.
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Ligações de arestas mantêm uma forma de percorrer a estrutura de dados de
forma eficiente. A estrutura de dados é percorrida pelas arestas de um poĺıgono
ou pelas arestas a que um vértice tem ligação, em sentido horário ou anti-horário.
Ao supor que o tamanho de um ı́ndice é uma unidade e sem levar em consideração
informações geométricas e atributos dependentes da aplicação, o custo total de
armazenamento dessa estrutura de dados é, aproximadamente, 27n, em que n é o
número de vértices na malha [41].

Uma representação do tetraedro mostrado na figura 5.1 pela estrutura de dados
winged-edge é mostrada a seguir: triângulos, vértices e arestas são representados nas
Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3, respectivamente. A representação está em sentido horário, a
partir da parte externa do tetraedro.

Figura 5.1: Vista superior de um tetraedro para ser re-
presentado pela estrutura de dados winged-edge. Cada um
dos quatro triângulos do tetraedro possui uma lista circu-
lar de suas arestas. A lista circular do 4abd é mostrada
na parte externa da imagem.

4 acb adc bcd bda

aresta ac ad bc bd

Tabela 5.1: Uma repre-
sentação dos triângulos do
tetraedro mostrado na figura
5.1: armazena-se uma aresta
que o triângulo incide na en-
trada de cada triângulo.

Vértice aresta
a ac

b bd

c cb

d dc

Tabela 5.2: Uma repre-
sentação dos vértices do te-
traedro mostrado na figura
5.1: armazena-se uma aresta
incidente na entrada de cada
vértice. As coordenadas dos
vértices também são arma-
zenadas.

5.4 Estrutura de dados DCEL

A estrutura de dados Doubly-Connected Edge List (DCEL) [96] é uma versão sim-
plificada da estrutura de dados winged-edge, descrita na seção 5.3. Apesar do nome,
a estrutura de dados DCEL é mais do que uma simples lista duplamente encadeada
de arestas. Na estrutura de dados DCEL, para cada aresta, ı́ndices de duas arestas
adjacentes são mantidos em sentido anti-horário em relação ao poĺıgono incidente
à esquerda da aresta. Também são armazenados os vértices de origem (de sáıda) e
destino (de chegada) da aresta (direcionada). Além disso, com a estrutura de dados
DCEL, os elementos a que um vértice tem ligações podem ser percorridos somente
em sentido anti-horário e a fronteira de poĺıgonos em sentido horário. A estrutura
de dados DCEL tem custo de armazenamento de 21n, em que n é o número de
vértices na malha [41].
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Orientação à
Aresta direita esquerda
winged 4 aresta 4 aresta

incidente pred. sucessora incidente pred. sucessora

ba bac cb ac abd da bd

ac acb ba cb cad dc ad

cb cba ac ba bcd db cd

bd bda ab da dbc cd bc

dc dca ad ca cdb bc db

da dab bd ab adc ca dc

Tabela 5.3: Representação das arestas do tetraedro mostrado na figura 5.1, em sentido
horário, a partir da parte externa do tetraedro. Claramente, a aresta ba tem vértices de
sáıda b e de chegada a. Ponteiros para os vértices de cada aresta também são armazenados.

Como na estrutura de dados winged-edge, na estrutura de dados DCEL, cada
aresta é representada por duas arestas direcionadas. Cada aresta tem um ponteiro
para a sua aresta direcionada “gêmea”, isto é, com direção oposta. Cada aresta
direcionada é associada com dois poĺıgonos, um a sua esquerda e outro a sua direita,
que são incidentes a essa aresta.

Informações armazenadas em relação a vértices são as mesmas nas estruturas
de dados winged-edge e DCEL. Isso significa que, em relação ao vértice a, é arma-
zenada somente ı́ndice de aresta em que o vértice a é o vértice de origem da aresta.
Em relação a poĺıgonos, informações armazenadas em relação a vértices podem ser
as mesmas nas estruturas de dados winged-edge e DCEL, isto é, na estrutura de
dados DCEL, armazena-se um ponteiro para uma só aresta em que esse poĺıgono é
incidente.

5.5 Grafo para representar refinamento adapta-
tivo

Um grafo especialmente projetado para representar o refinamento adaptativo de
malhas triangulares (bidimensionais) não conformes para discretizações de equações
diferenciais parciais por volumes finitos foi mostrado por Gonzaga de Oliveira, Kis-
chinhevsky e Tavares [69]. Esse grafo é uma extensão para malhas triangulares do
grafo proposto por Burgarelli, Kischinhevsky e Biezuner [24] para representação de
refinamento adaptativo de malhas quadrangulares.

São fornecidas as relações entre triângulos da malha nesse grafo para repre-
sentação do refinamento adaptativo de malhas triangulares. Para evitar confusão
entre vértice do grafo e vértice da triangulação, utiliza-se o termo nodo do grafo
nesta seção. Os triângulos da malha são representados por nodos do grafo. Dois
nodos são diretamente conectados se representam dois triângulos com interface em
comum. Ao se refinar um triângulo, o triângulo original é substitúıdo por um novo
subgrafo composto de:

• quatro novos nodos de triângulo que representam os quatro novos triângulos;

• três nodos de transição entre nodos de triângulos do grafo que, por sua vez,
representam triângulos com ńıveis de refinamentos diferentes;
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• as ligações entre esses nodos do grafo.

Em um refinamento local de um triângulo, o nodo que representa o triângulo
original é exclúıdo (em memória), bem como posśıveis nodos de transição desse nodo
de triângulo também são exclúıdos. Logo, somente os nodos criados na operação de
refinamento são armazenados. Os nodos que representam a triangulação inicial são
estabelecidos com ńıvel zero de refinamento e, com o refinamento local, os ńıveis de
refinamento dos nodos de triângulos gerados recebem o valor do ńıvel do nodo de
triângulo refinado incrementado de uma unidade.

Nodos de transição conectam triângulos de ńıveis diferentes no refinamento adap-
tativo da triangulação. Os nodos de transição indicam o ńıvel de refinamento do
triângulo em relação a seus triângulos adjacentes. Portanto, nodos de transição
existem se há triângulos adjacentes com ńıveis de refinamento diferentes no refi-
namento adaptativo da triangulação. Com isso, é posśıvel ter um número menor
de nodos no grafo do que com a propagação do refinamento adaptativo da trian-
gulação. Consequentemente, o custo de armazenamento da triangulação é pequeno.
Claramente, a malha resultante após o refinamento adaptativo será não conforme.
Por isso, como descrito, essa estrutura de dados foi projetada para discretizações de
equações diferenciais parciais por volumes finitos. Uma adaptação seria necessária
para essa estrutura de dados ser utilizada em discretizações de equações diferenciais
parciais por elementos finitos, de forma similar à realizada por Brandão, Gonzaga
de Oliveira e Kischinhevsky [21].

O processo de refinamento é exemplificado na figura 5.2. Como descrito, um
nodo de triângulo do grafo representa um triângulo da malha. Se o triângulo da
malha é refinado, então, o nodo de triângulo que representa o triângulo é subs-
titúıdo por um subgrafo como exemplificado na figura 5.2. No subgrafo à direita
na figura 5.2, ligações entre nodos do grafo são representadas por linhas e um grafo
direcionado é representado como um grafo não direcionado em busca de clareza
na apresentação. Isso significa que uma linha entre nodos do grafo na figura 5.2
representa que os nodos apontam-se aos pares. Os nodos de triângulos apontam
para nodos de transição aos pares. Cada nodo de transição também aponta para
dois nodos de triângulos no subgrafo. Finalmente, cada nodo do grafo tem três
ponteiros. Um ponteiro não utilizado na fronteira do domı́nio recebe o valor nulo.

Figura 5.2: Com o refinamento adaptativo de um triângulo, um nodo de triângulo do
grafo que representa o triângulo da malha é substitúıdo por um subgrafo (à direita). O
oposto é realizado no processo de simplificação local. (Figuras extráıdas de [69].)

Um exemplo de triangulação inicial e o grafo correspondente são mostrados na
figura 5.3. Nessa figura, os baricentros (veja a definição 2.1, na página 23) dos
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triângulos são representados por ćırculos pretos e ćırculos brancos representam as
ligações para a fronteira do domı́nio fechado.

0,1 1,1

0,0 1,0
Figura 5.3: O quadrado unitário como um exemplo de domı́nio, e as ligações do grafo.
Os nodos do grafo representam o ńıvel de refinamento inicial da triangulação, isto é, o
refinamento de ńıvel zero. (Figuras extráıdas de [69].)

Aplica-se a subdivisão 4T-LE de Rivara [122], mostrada na subseção 2.2, na
página 18, para a subdivisão de um triângulo. Uma malha com um triângulo
subdividido e o grafo resultantes são mostrados na figura 5.4. As fronteiras do
domı́nio fechado são omitidas nessa figura em busca de clareza na apresentação.

Figura 5.4: Grafo e triangulação correspondentes. Constam nodos de triângulos e de
transição no subgrafo identificados com um ćırculo azul por causa do refinamento adapta-
tivo em um triângulo da triangulação, identificado também em azul. (Figuras adaptadas
de [69].)

Ao considerar um nodo de triângulo v com suas ligações para os nodos de
triângulos na, nb e nc como mostrado na imagem à esquerda da figura 5.5, ao
refinar o nodo de triângulo v, v é substitúıdo pelos nodos de triângulos v1, v2, v3,
v4 e pelos nodos de transição t1, t2, and t3. As ligações entre nodos do subgrafo são
estabelecidas de acordo, incluindo em relação a na, nb e nc. Isso é exemplificado na
imagem à direita da figura 5.5.

Outro refinamento realizado na triangulação mostrada na figura 5.4 é mostrado
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v

nb na

nc

n   tb 2

nc

t3

t1
na

v2

v3

v4

v1

Figura 5.5: O nodo de triângulo v, com ligações para os nodos de triângulos na, nb e nc
na imagem à esquerda é substitúıdo pelos nodos de triângulos v1, v2, v3, v4 e pelos nodos
de transição t1, t2, and t3, mostrados na imagem à direita. (Figuras extráıdas de [69].)

na figura 5.6. Como exemplificado na figura 5.6, nodos de transição não são ar-
mazenados se há nodos de triângulos com os mesmos ńıveis de refinamento, isto
é, quando nodos de triângulos representam triângulos na malha com interface em
comum.

Figura 5.6: Refinamento de outro triângulo da triangulação mostrada na figura 5.4, uma
representação intermediária e o grafo final que representa essa nova triangulação. (Figuras
adaptadas de [69].)

Nas figuras 5.7 e 5.8, são mostrados exemplos de triangulações compostas por
triângulos retângulos isósceles e escalenos, respectivamente. Ambas as triangulações
no quadrado unitário foram representadas pelo grafo descrito.

A seguir, o processo de simplificação local é mostrado na subseção 5.5.1. A
ordenação total dos triângulos da malha é descrita na subseção 5.5.2.

5.5.1 Simplificação local

O processo de refinamento é reverśıvel, isto é, a operação de simplificação local na
triangulação é permitida. Ainda, são exclúıdos os nodos de triângulos em que a
operação de simplificação local foi realizada e seus nodos de transição correspon-
dentes.

Há um atributo, em cada nodo do subgrafo composto pelos quatro nodos de
triângulos e seus nodos de transição correspondentes, criados a partir do refinamento
de um triângulo, que indica que pertencem ao mesmo subgrafo. No processo de
simplificação local, esse subgrafo é substitúıdo por um nodo de triângulo e o ńıvel
de refinamento desse nodo é decrementado de uma unidade, em relação ao ńıvel dos
nodos de triângulos em que a operação de simplificação local foi realizada.

Se um nodo u de triângulo adjacente a esse subgrafo em que a operação de sim-
plificação local foi realizada é do mesmo ńıvel de refinamento do nodo de triângulo
resultante v, ligações são criadas diretamente entre v e u. Caso contrário, nodos
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Figura 5.7: Exemplo de triangulação com 4739 triângulos retângulos isósceles represen-
tada pelo grafo descrito nesta seção.

Figura 5.8: Exemplo de triangulação com 2948 triângulos escalenos representada pelo
grafo descrito nesta seção.
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de transição são criados para conectar nodos de triângulos com diferentes ńıveis de
refinamento.

Como exemplo, é mostrada uma operação de simplificação local aplicada no
subgrafo identificado por um ćırculo azul na figura 5.9. Esse subgrafo é composto
por quatro nodos de triângulos e seus nodos de transição correspondentes. Esse
subgrafo é substitúıdo por um nodo de triângulo, como exemplificado na figura
5.10. A configuração final da triangulação é mostrada no grafo à direita da figura
5.10, seguida da representação intermediária desse grafo.

Figura 5.9: Grafo e triangulação correspondentes. Uma operação de simplificação local
é aplicada no subgrafo que representa os triângulos identificados em azul na imagem à
direita. Esse subgrafo do grafo na imagem à esquerda é identificado por um ćırculo azul.
(Figuras adaptadas de [69].)

Figura 5.10: Triangulação à esquerda e grafo à direita correspondentes. O triângulo
identificado em azul é representado pelos nodos do subgrafo identificado no ćırculo em azul
do grafo à direita. É realizada a operação de simplificação local no subgrafo identificado
na figura 5.9, o grafo intermediário é mostrado ao meio e a configuração final do grafo após
a simplificação local é mostrada à direita. (Figuras adaptadas de [69].)

5.5.2 Ordenação dos triângulos da malha

Considere a seguinte definição de caminho em um grafo.

Definição 5.1. (caminho em um grafo) Um caminho é uma sequência de vértices
adjacentes e arestas de um grafo G = (V,E), tal que formam um subgrafo conexo
G′ = (V ′, E′), em que V ′ ⊆ V e E′ ⊆ E.

É comum a tarefa de percorrer todos os politopos de uma malha. Esse problema
pode ser descrito como o problema do caminho hamiltoniano, que é o problema de
encontrar um caminho simples em vértices de um grafo. Em termos simples, um
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caminho é simples se não há repetição de vértices no caminho e um caminho em
um grafo é dito ser hamiltoniano se todos os nodos são visitados uma só uma vez.

A partição de triângulos retângulos pela subdivisão 4T-LE de Rivara [122], mos-
trada na seção 2.2, na página 18, permite a utilização de uma curva de Sierpiński
modificada para ordenar os nodos de triângulos do grafo. A curva de Sierpiński
modificada tem um baixo custo computacional para ser gerada [147, 68]. Em par-
ticular, a curva de preenchimento de espaço utilizada é uma curva de Pólya [116]
se somente triângulos retângulos isósceles são utilizados, como exemplificado na fi-
gura 5.7. Em termos simples, uma curva de preenchimento de espaço é uma curva
cujo intervalo contém todo o quadrado unitário, ou de uma forma generalizada, o
hipercubo n-dimensional.

A curva de Sierpiński modificada para a ordenação total dos triângulos da malha
pode ser implementada como uma lista duplamente encadeada. Com isso, somente
atualizações locais são realizadas durante operações de refinamento e simplificação
locais. Exemplos de refinamentos adaptativos sucessivos em que o triângulo é sub-
dividido por bisseção em um domı́nio quadrangular e ordenação pela curva de Si-
erpiński modificada são mostrados na figura 5.11.

Figura 5.11: Subdivisões sucessivas de triângulos por bisseção. Os triângulos são orde-
nados pela curva de Sierpiński modificada, em vermelho.

Esse esquema permite atualização trivial na lista duplamente encadeada para a
ordenação total dos triângulos da malha. Como descrito, é aplicada a subdivisão 4T-
LE de Rivara [122] nesse processo. No esquema de refinamento original de Rivara,
o refinamento é propagado em triângulos adjacentes para se manter a conformidade
da malha. Entretanto, aqui, não se realiza a propagação do refinamento já que a
conformidade da triangulação não é exigida.

Uma triangulação sequencial generalizada, ou uma triangulação hamiltoniana,
é uma triangulação em que há um conjunto ordenado t1, . . . , tn de todos os seus n
triângulos de forma que triângulos consecutivos ti e ti+1 compartilham uma aresta.
Cada triângulo em uma triangulação hamiltoniana tem uma aresta de entrada e
uma aresta de sáıda em relação à ordem hamiltoniana e o conhecimento de todas
essas arestas caracteriza completamente a sequência [147]. Geometricamente, uma
sequência triangular generalizada pode ser representada ao se construir um caminho
orientado na discretização. Nesse caminho, todos os triângulos são percorridos ao
percorrer suas arestas de entrada e de sáıda.

O problema de encontrar a melhor sequência de triângulos de uma triangulação
é NP-Dif́ıcil [50]. Todavia, ao se adicionar novos pontos, é sempre posśıvel refinar
um triângulo em uma triangulação hamiltoniana [3]. Como tal, o esquema mos-
trado gera uma triangulação sequencial generalizada desde que o refinamento seja
estritamente local.

Como a subdivisão 4T-LE é aplicada em triângulos retângulos, uma triangulação
hamiltoniana é obtida e cada atualização na lista duplamente encadeada é estri-
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tamente local. Isso segue a atualização estritamente local do grafo, gerando ou
eliminando um subgrafo gerado na mesma operação de refinamento ou de simpli-
ficação local, respectivamente. Isso significa que somente ligações locais da curva
de Sierpiński modificada são atualizadas ao criar ou eliminar um subgrafo em uma
operação de refinamento ou de simplificação local, respectivamente. Esse processo
de atualização das estruturas de dados envolvidas é executado em Θ(1) porque so-
mente realiza atualizações locais no grafo e na curva de Sierpiński modificada (já
constrúıdos). Com isso, claramente, os triângulos da triangulação são percorridos
em tempo linear no número de triângulos.

Na figura 5.12, mostra-se um exemplo de uma triangulação representada pelo
grafo apresentado nesta seção. A triangulação é mostrada em azul e a curva de
Sierpiński modificada é mostrada em vermelho. Como descrito, com a triangulação
inicial composta por triângulos retângulos isósceles, foi utilizada a subdivisão 4T-LE
[122], que divide o triângulo pelo ponto médio da hipotenusa (claramente, a maior
aresta do triângulo retângulo). Isso permite ordenar a triangulação pela curva de
Sierpiński modificada.

Figura 5.12: Uma malha com 12251 triângulos no quadrado unitário. A triangulação,
mostrada em azul, é representada pelo grafo descrito nesta seção e a curva de Sierpiński
modificada é mostrada em vermelho.

Por sua vez, não é posśıvel utilizar a curva de Sierpiński modificada no caso da
triangulação mostrada na figura 5.8, que é composta por triângulos escalenos. Isso
porque, para a curva de Sierpiński modificada ser utilizada, os triângulos deveriam
ter um padrão de refinamento: sempre serem divididos por um ponto de uma aresta
padrão. Sem subdividir os triângulos pelo ponto médio da maior aresta, a qualidade
dos triângulos pioraria rapidamente. Com isso, a subdivisão 4T-LE foi aplicada
e, para serem percorridos, novos triângulos foram inseridos ao final de uma lista
encadeada simples. Por isso, foi utilizado o método Cuthill-McKee reverso [60],
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em que a sequência é iniciada pelo algoritmo de George-Liu [58, 59], para se obter
localidade de memória na sequência dos triângulos armazenados no grafo. Detalhes
sobre esses e outros algoritmos para fornecer sequências de vértices de grafos são
descritos por Gonzaga de Oliveira e Chagas [66].

5.6 Custos de armazenamento

De Floriani, Kobbelt e Puppo [41] explicam que a estrutura de dados para malhas
triangulares mais comum é conhecida como estrutura de dados indexada: são man-
tidos três ı́ndices para os vértices em cada triângulo. O custo dessa estrutura de
dados, sem levar em consideração informações sobre geometria e atributos depen-
dentes da aplicação, é de, aproximadamente, 6n, em que n é o número de vértices
da triangulação. O custo de armazenamento dessa estrutura de dados é mostrada
na última linha da tabela 5.4.

Tabela 5.4: Custos de armazenamento de estruturas de dados para geração de malhas.

Estrutura de dados
Índices por Entidade
vértice (∼=) primária

winged-edge [11]
27

aresta
half-edge [93]

Doubly-Connected Edge List [96]
21

de Botsch et al. [18]
directed edges [27]

13
indexada com adjacências de Lawson [84]

triângulo
IA [99, 108]

Triangle-Segment [42]

A [69] 8
indexada 6

A estrutura de dados indexada foi estendida por Lawson [84] para que fosse
posśıvel ser percorrida pelas arestas ao armazenar as arestas e os três triângulos
adjacentes de cada triângulo. Essa estrutura de dados de Lawson [84] é chamada
de estrutura de dados indexada com adjacências. Para ser posśıvel percorrer a es-
trutura de dados de forma eficiente, ou seja, para que seja posśıvel ser percorrida
também pelos vértices, De Floriani, Kobbelt e Puppo [41] explicam que é conveni-
ente armazenar, em cada vértice da malha, uma ligação a um dos seus triângulos
incidentes. O custo de armazenamento dessa estrutura de dados estendida, sem levar
em consideração informações sobre geometria e atributos dependentes da aplicação,
é de 13n, como mostrado na tabela 5.4.

Na estrutura de dados half-edge [93], são codificadas duas cópias da mesma
aresta, orientadas em direções opostas. Para cada aresta da malha, são armazenadas
duas “meia” arestas, e as informações sobre a aresta é dividida entre essas duas
metades. Cada meia aresta armazena o ı́ndice para seu vértice de sáıda (ou de
origem), o ı́ndice de sua face F à esquerda, dois ı́ndices de suas arestas predecessora e
sucessora em relação à face F e os ı́ndices de sua aresta “gêmea”, que tem orientação
na direção oposta. Para saber o vértice de chegada (ou de destino) da aresta, deve-
se verificar o vértice de sáıda da aresta “gêmea”. As informações armazenadas nos
vértices e faces são as mesmas que as descritas nas estruturas de dados winged-
edge e DCEL, descritas nas seções 5.3 e 5.4, respectivamente. Segundo DeFloriani,
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Kobbelt e Puppo [41], o custo de armazenamento da estrutura de dados half-edge
é a mesma da estrutura de dados winged-edge. Campagna, Kobbelt e Seidel [27]
propuseram a estrutura de dados directed edges, que é uma implementação eficiente
da estrutura de dados half-edge e tem custo de armazenamento de 13n. Botsch e
colaboradores [18] também publicaram uma implementação da estrutura de dados
half-edge, com custo de armazenamento de 21n [27].

A estrutura de dados Triangle-Segment [42] foi proposta para representar trian-
gulações gerais. Como descrito por De Floriani e Hui [39], essa estrutura de dados
é uma extensão da estrutura de dados indexada com adjacências (IA) [99, 108] e de
três estruturas de dados baseadas em arestas: partial edge [87]; loop edge-use [95],
que é uma especialização da estrutura de dados radial edge [153]; directed edges [27].
As especializações das estruturas de dados partial edge e loop edge-use são descritas
em detalhes por De Floriani e Hui [40]. O custo de armazenamento de ambas as
estruturas de dados indexada com adjacências (IA) [99, 108] e Triangle-Segment
[42] é de 13n.

Custos de armazenamento de diversas outras estruturas de dados para geração
de malhas foram apresentadas por De Floriani e colaboradores [41, 42, 39]. Custos
de armazenamento de estruturas de dados que pode ser utilizadas para representar
malhas triangulares (bidimensionais) são apresentados na tabela 5.4, supondo-se que
o tamanho de um ı́ndice é uma unidade e sem levar em consideração informações
geométricas e atributos dependentes da aplicação. O custo de armazenamento da
estrutura de dados para representar malhas triangulares, mostrada na seção 5.5, na
página 70, e representada como A na tabela 5.4, é de 8n [69].

Na terceira coluna da tabela 5.4, mostra-se a entidade primária que a estrutura
de dados codifica: aresta ou triângulo. Em geral, as estruturas de dados que codifi-
cam triângulos como entidade primária têm custo de armazenamento menor que as
estruturas de dados que codificam arestas como entidade primária. Em particular,
as estruturas de dados Triangle-Segment [42] e A [69] necessitam de 7 e de 8 nodos
da estrutura de dados para cada poĺıgono da malha, respectivamente.

5.7 Notas bibliográficas

Publicada em 2004, a revisão de De Floriani, Kobbelt e Puppo [41] sobre estruturas
de dados para malhas bidimensionais e tridimensionais ainda é bastante atual. As
estruturas de dados quadtrees e octrees não foram abordadas neste texto por serem
mais utilizadas com malhas quadrilaterais. Exemplo de texto em que quadtrees são
explicadas em detalhes é no caṕıtulo 14 do livro Computational Geometry, de Berg
e colaboradores [15]. Também, um exemplo de texto em que métodos baseados em
quadtrees ou em octrees são explicados em detalhes é no caṕıtulo 5 do livro Mesh
Generation, application to Finite Elements, de Frey e George [56].

5.8 Exerćıcios

1. Considere uma orientação em sentido anti-horário do tetraedro mostrado na
figura 5.1 e mostre a sua representação pela estrutura de dados winged-edge.

2. Considere o grafo e a triangulação mostrados na figura 5.4 e faça o que se
pede.

(a) Realize a subdivisão do triângulo do lado direito do triângulo identificado
em azul e mostre o grafo correspondente.
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(b) Em seguida, realize a subdivisão do triângulo imediatamente acima do
triângulo particionado e mostre o grafo correspondente.

(c) Em seguida, realize a simplificação do triângulo refinado em (a) e mostre
o grafo correspondente.

3. Explique o que é uma curva de preenchimento de espaço.

4. Explique a estrutura de dados indexada para representação de triangulações.

5. Explique as extensões realizadas por Lawson [84] na estrutura de dados inde-
xada para representação de triangulações.
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sileira de Matemática Aplicada e Computacional (SBMAC), 2014.

[67] GONZAGA DE OLIVEIRA, S. L.; CHAGAS, G. O. Adaptive mesh refinement
for finite-volume discretizations with scalene triangles. Procedia Computer Science
(ICCS 2015 International Conference On Computational Science), v. 51, p. 239–
245, 2015.



86 Representações de malhas triangulares

[68] GONZAGA DE OLIVEIRA, S. L.; KISCHINHEVSKY, M. Sierpiński curve
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Dissertação (Mestrado) — Universidade Federal de Lavras, Lavras, 2014.

[105] OLIVEIRA, F. S. de et al. Malhas móveis para solução numérica de equações
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Introdução à geração de malhas 89

[108] PAOLUZZI, A. et al. Dimension-independent modeling with simplicial com-
plexes. ACM Transactions on Graphics, v. 12, n. 1, p. 56–102, 1993.

[109] PARTHASARATHY, V. T.; GRAICHEN, C. M.; HATHAWAY, A. F. A com-
parison of tetrahedral quality measures. Finite Elements in Analysis and Designs,
v. 15, p. 255–261, 1993.

[110] PEANO, G. Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane. Mathematische
Annalen, v. 36, n. 1, p. 157–160, 1890.

[111] PEBAY, P. P.; BAKER, J. B. A comparison of triangle quality measure. In:
Procedings of the 8th International Meshing Roundtable. South Lake Tahoe, CA:
Sandia National Laboratories, 2001. p. 327–340.
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poĺıgono, 1
tetraedro, 11

circunsfera, 40
regular, 31
sliver, 59

ponto estacionário, 26
pontos afim-independentes, 10
potência de ponto, 63
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zio, 41

refinamento, 52
restrita, 47
troca de arestas, 44

de Pitteway, 59
hamiltoniana, 76
restrita, 11
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