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Prefacio

A geracgao de malhas é utilizada em diversas areas, tais como computacdo grafica,
projetos industriais, aplicagoes médicas, modelagem de meio porosos, modelagem de
objetos deforméveis, modelagem molecular, video games, industria de filmes, pro-
cessamento de imagens, sistemas de informacao geografica e anélise de propagagcao
de radio. A geragdo de malhas é particularmente importante na resolu¢do numérica
de equacoes diferenciais parciais pelo método dos volumes finitos. Malhas também
sao utilizadas em discretizagoes por elementos finitos, que é uma ferramenta central
em computacao cientifica.

Como um topico da geometria computacional, a geracao de malhas também é
interdisciplinar. Por isso, profissionais e estudantes de diferentes areas do conheci-
mento podem considerar este texto ttil para obterem conhecimentos sobre termos
e conceitos basicos em geragao de malhas, com enfoque em malhas triangulares.

Um dos objetivos buscados ao escrever este livro foi fazer, dentro do possivel,
com que o leitor ndo necessite consultar outras fontes para entender os conteudos
descritos. Por isso, nao sao necesséarios conhecimentos aprofundados em assuntos es-
pecificos para entendimento dos conceitos abordados; apesar de que conhecimentos
bésicos de geometria, de geometria computacional e de métodos numéricos poderao
contribuir para o entendimento dos conteidos. Com isso, graduandos a partir da
segunda metade do curso em diante ou que tenham cursado disciplinas bésicas de
Geometria Analitica, Cdlculo Numérico e Projeto e Andlise de Algoritmos poderao
acompanhar sem dificuldades os conteidos descritos. Mesmo assim, como mui-
tos termos bésicos sao explicados no texto, os assuntos podem ser compreendidos
mesmo por quem nao tenha cursado ainda essas disciplinas. Logo, a inclusao des-
sas explicagoes podem ser tuteis a leitores menos experientes; embora esses trechos
possam ser considerados triviais por leitores com alguma familiaridade em geragao
de malhas. Por outro lado, desenvolvimentos recentes em geracao de malhas tri-
angulares sao abordados. Dessa forma, leitores mais experientes em geragao de
malhas poderdo considerar o texto 1til também. Além disso, apds a apresentagao
de conceitos basicos em geracao de malhas triangulares, fontes sao citadas para que
o leitor possa obter conhecimentos em tépicos especificos, de forma atualizada, mais
aprofundada e mais abrangente do que descrito neste texto.

Este texto foi dividido em cinco capitulos. Naturalmente, sao abordados con-
ceitos basicos sobre malhas no primeiro capitulo deste texto. Como continuagao do
capitulo introdutério, técnicas para adaptagao de malhas sao descritas no capitulo
] Métricas para avaliagao da qualidade de tridngulos sdo abordadas no capitulo [3]
A triangulagdo de Delaunay e o diagrama de Voronoi sdo descritos no capitulo
Finalmente, representacoes de malhas triangulares sao apresentadas no capitulo

Como descrito, o livro nao esgota o assunto em geragdo de malhas triangulares
e, como indicado ja em seu titulo, é apenas uma introducao. Desde ja, agradece-
mos as sugestoes para a melhoria do texto que venham a ser encaminhadas para
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Capitulo 1

Malhas

1.1 Introducao

Malhas sao utilizadas em vérias aplicagoes em diversas areas da Ciéncia e da En-
genharia: computacao grafica, projetos industriais, aplicacbes médicas, modelagem
de meio porosos, modelagem de objetos deforméveis, modelagem molecular, video
games, industria de filmes, processamento de imagens, sistemas de informacgao ge-
ografica e andlise de propagacao de radio sao apenas algumas das areas em que
malhas sao utilizadas. Malhas também sao utilizadas em discretizacoes por ele-
mentos finitos, que é uma ferramenta central em computacao cientifica. Em mais
detalhes, com determinados métodos numéricos, equagoes diferenciais ou integro-
diferenciais sao resolvidas ao se substituir as derivadas ou integrais por expressoes
algébricas que envolvem a fungao incognita. Isso significa que uma forma de se resol-
ver as equacgoes ¢ discretizar as equagoes do modelo matematico, isto é, realiza-se
uma aproximagao da solugao do problema por meio de um sistema de equagoes
lineares que envolve um numero finito de incégnitas. Dessa forma, as equagoes
matematicas sao convertidas em formas adequadas para computacao digital. Isso
é chamado de discretizagao por envolver a criagao de um modelo discreto, em que
a solugao é uma aproximacao da solucao do modelo continuo original. Com isso,
a solucao aproximada de equagoes diferenciais parciais por um método de discre-
tizagdo, como os métodos dos elementos ou dos volumes finitos, requer, primeiro,
a discretizagao das equagoes para substituir as equagoes diferenciais continuas por
um sistema de equacgoes algébricas. A discretizacao é realizada pela conversao do
dominio da solu¢ao do modelo matemédtico em um numero finito de pontos. Es-
ses pontos podem ser conectados entre si e essas conexoes podem ser de diversas
maneiras, de forma que geram subdominios geometricamente simples e limitados.
Esses pontos e suas conexoes formam uma malha computacional e a geracao dessa
malha é o primeiro passo da computacao. As solugoes aproximadas nos varios sub-
dominios podem ser colocadas juntas para fornecerem uma solugao aproximada do
dominio computacional inteiro. O dominio computacional é onde o fenomeno fisico
em estudo ocorre e evolui. A discretizacao é, portanto, a substituicao do modelo
matemdtico (continuo) por um conjunto finito de equagdes algébricas lineares.
Geometricamente, os subdominios gerados na discretizagao sao politopos, isto é,
sao primitivas geométricas no espago euclidiano: intervalos no espaco unidimensio-
nal, poligonos no plano ou poliedros no espacgo tridimensional. Em termos simples
um poligono é uma figura plana limitada por segmentos de reta nao alinhados na
mesma reta e que se fecham. Por sua vez, poliedro é um sélido geométrico tri-
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dimensional, cuja superficie é composta por um numero finito de faces poligonais,
formadas por trés ou mais arestas. Um conjunto de politopos é uma malha (compu-
tacional). Isso significa que uma malha é um conjunto de pontos, e suas conexoes,
distribuidos ao longo de um campo de célculo para a solu¢cao numérica de um con-
junto de equagtes diferenciais parciais, ou seja, é a discretizacao geométrica do
dominio de um problema. Esses politopos sao chamados de células no método das
diferencas finitas, de elementos no método dos elementos finitos ou de volumes no
método dos volumes finitos. Especificamente, o termo volume é adimensional no
contexto desse método.

Conceitos basicos sobre malhas sao descritos no restante deste capitulo intro-
dutério. Malha é definida na segao [I.2] A gera¢ao de malhas é abordada na secao
Na secao sao apresentados conceitos béasicos sobre métodos de discre-
tizagao. Na secao (1.5 sao apresentados conceitos sobre conectividades e estruturas
de dados. Triangulagoes sao abordadas na secao [1.6

Como continuagao deste capitulo introdutorio, técnicas basicas de adaptagao de
malhas sao abordadas no capitulo |2l O foco deste texto é em malhas triangulares,
isto é, malhas (bidimensionais) formadas por tridngulos. Com isso, métricas de
qualidade de tridngulos sao abordadas no capitulo 8] A triangulacao de Delaunay
e o seu dual geométrico, o diagrama de Voronoi, sao explicados no capitulo
Finalmente, representacoes de malhas triangulares sao apresentadas no capitulo

1.2 Conceitos basicos sobre malhas

Em determinado sentido, malhas computacionais sao grafos em que o aspecto
geométrico é levado em consideragdo. Um grafo é um par G = (V, A), em que
V é um conjunto finito nao vazio de objetos denominados vértices (ou pontos ou
nés) e A é um conjunto de pares nao ordenados de vértices de V, denominados como
arestas [63]. O termo grafo é utilizado em 4reas da matematica aplicada. Como o
aspecto geométrico é relevante nas aplicagoes de métodos numéricos, o termo malha
é comumente empregado no contexto de métodos numéricos. Com isso, é 1til citar
alguns termos bésicos sobre grafos e malhas: arestas sao incidentes a vértices e, se
a aresta ab € A, entdo, o vértice a é adjacente ao vértice b. O grau (ou valéncia) de
um vértice é o nimero de suas adjacéncias, ou seja, € o nimero de arestas incidentes
ao vértice.

Para se ter uma descricao técnica de malha, é util que antes sejam definidos
alguns conceitos. A seguir, sao definidas distancia euclidiana entre dois pontos e
bola fechada.

Definicao 1.1 (distancia euclidiana entre dois pontos). A distancia euclidiana
entre dois pontos p1 = (x1,%2, -+ ,24) € P2 = (Y1,%2," - ,Ya), no R, define-se

d
como |[p1 — p2|| = \V Zi:l(wi — i)

Definicao 1.2 (bola fechada). No R, o conjunto de todos os pontos, com centro
no ponto ¢ € R?, com uma distincia menor ou igual que o raio r > 0, € a bola
fechada, definida como By(c,r) = {p € R?:||p —c|| < r}, no espago euclidiano.

Nesse contexto, instancias de uma bola sao aresta e disco nos espagos unidimen-
sional e bidimensional, respectivamente. Como exemplo, se d = 2, entao, pode-se
escrever ¢ = (z,y) e By(c,r) = {(2/,y/) € R? : (z/ — 2)* + (v — y)? < r?}. Com
isso, pode-se, também, definir bola aberta.
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Definicao 1.3 (bola aberta). No R%, o conjunto de todos os pontos, com centro no
ponto ¢ € R?, com uma distancia menor que o raio r > 0, € a bola aberta, definida
como By(c,r) ={p € R?:||p— || < r}, no espaco euclidiano.

No plano euclidiano, B,(c,r) é o interior de uma circunferéncia centrada no
ponto ¢ e de raio r ou, equivalentemente, o conjunto dos vetores no plano com
origem em c¢ e com raio menor que 7. Com esses conceitos, pode-se, também,
definir fronteira de uma bola.

Definicao 1.4 (fronteira). A fronteira de uma bola d-dimensional, com centro no
ponto c € RY e raio r > 0, é chamada de esfera (d-1)-dimensional e definida como
S(c,r) = By(c,r) — Bale,r) = {p € R : ||p — || = r}, no espaco euclidiano.

Como exemplo, um circulo é uma esfera unidimensional. Com isso, os conceitos
de dominios abertos e fechados podem ser também facilmente descritos. Em termos
simples, compreende-se dominio como o conjunto de entrada de uma relacao entre
dois conjuntos.

Definicao 1.5 (dominios abertos e fechados). Sejam um ponto ¢ € R?, subconjuntos
Q CR? e O C R? centrados em ¢, e uma curva fechada ® seccionalmente continua,
em que ® =0 —Q, isto €, D ¢ Q e ® C O. Os pontos da fronteira de © podem
ser definidos como 00 = {p € RY : p ¢ QAp € O Ap € ®}. O subconjunto de
pontos Q C R ¢ dito um dominio aberto se, dado um ponto c € €, entdo, existe
um subconjunto aberto de pontos centrados em c inteiramente contidos em 2. Um
subconjunto © C R? € dito dominio fechado se seu complemento RY —© = {p €
Re:p ¢ O} € aberto.

Com isso, em termos simples, um dominio fechado pode ser entendido como um
conjunto fechado e conexo, isto é, que nao pode ser particionado em subconjuntos.
Ainda, curva é um mapeamento (uma funcdo) ¢ : R — 2. Em termos simples,
uma curve é um conjunto de pontos homeomorfico a uma linha. Homeomorfismo
entre dois espagos topoldgicos U e B é um mapeamento o : A — B continuo e com
um mapeamento inverso ! : 8 — 2. Em termos simples, homeomorfismo entre
dois subconjuntos no espaco euclidiano indica que todos os pontos entre os dois
espagos sdo abrangidos. Por sua vez, seja um par (2, t(2)). Escolhas diferentes da
topologia t(A) de um espago (um conjunto) A corresponde a estruturadas topoldgicas
diferentes de 2(. Agora, considere a defini¢do de malha fornecida por De Floriani,
Kobbelt e Puppo [41].

Definicao 1.6 (malha). Considere um politopo convexo de dimensao k como um
subconjunto do espaco euclidiano d-dimensional homeomdrfico a uma bola de di-
mensao k, em que k < d. Seja M um conjunto finito de politopos de dimensoes he-
terogéneas e embutidos no espaco euclidiano d-dimensional, em que d € a dimensdo
mazxima dos politopos de M, tal que a fronteira de cada politopo em M forma uma
colecao de politopos de dimensoes menores, pertencentes a M. Com isso, M € uma
malha de dimensdo d se e, somente se, os interiores de cada par de politopos adja-
centes, de dimensao d de M, sao disjuntos e qualquer politopo k de M, com k < d,
tem limite com pelo menos um politopo de dimensdo d de M.

1.3 Geragao de malhas

Procura-se encontrar uma divisao apropriada de um dominio continuo no processo
de geragcao de malhas. Na geracao de uma malha adequada, leva-se em consi-
deracao o custo de geracao da malha, a precisao da aproximagao e o desempenho
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da computagao para obter a aproximacao. Com isso, a malha deve ser gerada sob
varias restrigoes, que podem ser dificeis de serem satisfeitas. Como exemplos, a
malha deve ser suficientemente densa para que a aproximacao numérica seja precisa
e deve ser suficientemente refinada para se aproximar as alteragoes no gradiente
da solucdo. Entretanto, a malha nao pode ser tao densa de forma que a solucao
computacional tenha um custo computacional alto para ser obtida. Ainda, a dife-
renca de espagamento entre politopos adjacentes da malha deve ser suave. A malha
deve ser gradual de forma que a diferenga de drea (ou volume) entre politopos nao
seja grande, pois isso pode acarretar em instabilidade numérica. Também, no pro-
cesso de se alcancar a solugao computacional, deve-se garantir uma continuidade
adequada da solugao nas interfaces de cada par de politopos adjacentes.

A malha também deve ser gerada com eficiéncia computacional. Isso porque a
precisao de uma aproximacao também pode ser prejudicada caso a escolha da malha
conduza a c6digos computacionais excessivamente complexos.

A geracado da malha é um passo critico em simulagdes numéricas porque a pre-
cisao e o desempenho da solugao computacional, como em problemas que envolvem
velocidade ou pressao de cisalhamento, sao afetados pela resolucao da malha, pela
topologia da malha, isto é, malha regular (estruturada) ou irregular (ndo estru-
turada), abordadas na segao na pagina e pelo tipo de politopo, como
triangulos ou quadrilateros em dominios bidimensionais, tetraedros, elementos pi-
ramidais, prismas ou hexaedros em dominios tridimensionais. Isso é atribuido a in-
tegracao da equacao diferencial parcial que descreve o problema fisico no politopo.
Além de serem utilizados na modelagem de dominios bidimensionais, tridngulos
e quadrilateros sao utilizados também como malhas de superficie embutidas em
dominios tridimensionais, que sao bastante utilizadas em computacao grafica e em
métodos de elementos de contorno, como exemplos. Malhas de triangulos ou de
tetraedros sao mais faceis de serem geradas do que malhas de quadrildateros ou de
hexaedros. Por outro lado, malhas de quadrildteros ou de hexaedros oferecem mais
precisao na interpolagao e aproximagao do que malhas de triangulos ou de tetrae-
dros. Entretanto, malhas de hexaedros podem ser extremamente dificeis de serem
geradas para dominios geometricamente complicados [32], p. 3].

O sistema de equagoes lineares resultante da discretizacao da equagao diferen-
cial parcial pode ser mal condicionado se o politopo da malha for de méa qualidade.
Ocorre que, em malhas com politopos de ma qualidade, como exemplos, com angulos
préximos de zero ou 7, a solugao computacional sendo gerada durante as iteracoes
muda rapidamente, isto é, é altamente sensivel, em resposta a variagbes peque-
nas dos valores dos coeficientes e dados do sistema de equagoes lineares resultante
da discretizacao da equacao diferencial parcial. Consequentemente, erros de arre-
dondamento podem levar a aproximagoes irreais ou a instabilidade numérica. Isso
pode gerar aproximacoes inadequadas e o modelo numérico nao é convergente se for
instavel.

1.4 Abordagens de métodos de discretizacao

Em diferencas finitas, as derivadas das equacoes diferenciais parciais sao represen-
tadas nos pontos por expressoes algébricas obtidas por meio da expansao da série de
Taylor das variaveis da solugao em varios pontos adjacentes ao ponto da avaliacao.
Isso equivale a representar a solugao por meio de polindémios entre os pontos [143]
secao P-1.1].

A abordagem por diferencas finitas, utilizando pontos discretos, esta associ-
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ada, historicamente, com malhas cartesianas quadrangulares. Essa estrutura for-
nece pontos distribuidos uniformemente na forma de quadrangulos e proporciona
uma forma facil de identificacao dos pontos adjacentes a serem utilizados na repre-
sentagdo das derivadas. O método das diferengas finitas nao é, contudo, limitado
a malhas quadrangulares e tem sido aplicado em outros sistemas de coordenadas
analiticas (cilindricas, esféricas, elipticas etc.) que, ainda assim, formam malhas
regulares [143, secdo P-2.1]. Optou-se por utilizar as expressoes malha regular e
malha irregular em vez de malha estruturada e malha nao estruturada, respectiva-
mente; pois, de certa forma, uma malha nao estruturada possui uma determinada
estrutura. Esses conceitos sao abordados na segao [[.5.2] na pégina 8

De acordo com Cheng, Dey e Shewchuk [32) p. 10], a geracdao de malhas ir-
regulares para métodos de elementos finitos foi iniciada em 1970 com o artigo de
Frederick, Wong e Edge [62]. Na segao P-2, Thompson, Soni e Weatherhill [I43]
explicam que a abordagem por elementos finitos foi utilizada pela natureza de sua
construcao em politopos. De forma geral, essa abordagem é considerada adequada
para regides irregulares. Uma malha com tais politopos pode ser gerada para pre-
encher qualquer regiao arbitraria e cada politopo é uma entidade em si propria e a
representagao é em politopos, nao entre politopos.

O esquema classico no método dos elementos ou dos volumes finitos inclui os
seguintes passos para um caso simples em que um sistema de equacgoes lineares é
resolvido.

1. Defini¢ao de um dominio computacional.
2. Construcao da malha computacional.

3. Um passo de interpolacao, em que os elementos finitos sao construidos a partir
dos politopos da malha.

4. Montagem de um sistema de equacoes lineares, baseada na conectividade entre
os elementos.

5. Resolugao do sistema de equagoes lineares.

6. Término do método se a precisdo da aproximacgao é suficiente ou se o niimero
de iteragoes ou um tempo limite é ultrapassado; ou adaptagao da malha e
retorno ao passo 2, caso contrario.

Em métodos de discretizacao, como os métodos dos elementos, diferengas ou
volumes finitos, deve-se levar em consideracao o tamanho da menor aresta na malha.
Politopos com arestas muito pequenas podem causar instabilidade nos métodos de
integracao numeérica utilizados em simulagoes dependentes do tempo. Isso significa
que hé de se levar em consideragao a estabilidade do método numérico utilizado para
resolver a equacao discretizada. A integracdo numérica é tipicamente dependente da
condicao Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) [33, 34, 35]. Essa condi¢do tem a forma

d

C=AtY,

i=1
Uy, sdo as magnitudes da velocidade e cujas dimensdes sdo comprimento/tempo, At
é o passo de tempo e Ax; s@o os comprimentos do intervalo espacial. O valor Ci,q.
depende do método numérico utilizado, especialmente se a abordagem é explicita
ou implicita. Se uma abordagem explicita (ou marchante) é utilizada, um valor
tipico é Cirar = 1. Abordagens implicitas, em que se obtém um sistema de equagoes
lineares, sao, geralmente, menos sensiveis a instabilidade numérica e um valor maior

Uy, . . s 7
A < Chaz 10 caso d-dimensional, em que C' ¢ o ntimero de Courant,
T
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de Cuqe pode ser utilizado. De forma intuitiva, a condigao CFL implica que o passo
de tempo deve ser pequeno de forma que o ponto de avaliagao de um politopo no
passo de tempo seguinte nao ultrapasse o comprimento do politopo no passo de
tempo corrente, para Cpq, < 1. Para Cp.; > 1, o ponto de avaliagdo podera
ultrapassar mais de um comprimento de politopo em um sé passo de tempo e isso
poderé causar instabilidade no método numérico utilizado. Com isso, o passo de
tempo € limitado pelo tamanho das arestas mais curtas da malha. Estabelecer um
passo de tempo muito pequeno pode acarretar em alto custo computacional em uma
simulagao.

1.5 Conectividades

Uma malha pode ser composta por politopos de diferentes formas. Dependendo da
aplicacao, os politopos devem satisfazer propriedades especificas.

Os politopos de uma malha s@o os seus componentes basicos e sdo definidos
pela sua natureza geométrica e uma lista de vértices. Essa lista, se considerada
com algumas convencoes, permite a definicao completa do politopo, incluindo a de-
finigao de suas arestas e faces (em malhas tridimensionais). Em relacdo & natureza
geométrica, no plano euclidiano, politopos podem ser triangulos, quadrildteros etc.;
no espago euclidiano tridimensional, podem ser hexaedros, tetraedros e os menos
comuns, prismas e elementos piramidais. De modo geral, prismas e elementos pi-
ramidais sao menos utilizados porque apresentam dois tipos de faces, tridngulos e
quadrilateros, e isso pode gerar malhas nao conformes.

As malhas podem ser classificadas, principalmente, de acordo com a sua conec-
tividade, definida a seguir.

Definicao 1.7. (conectividade de um politopo) A conectividade de um politopo é a
defini¢do das ligagdes (conexdes) entre os vértices ao nivel do politopo.

Essa conectividade possibilita a descricao da topologia desse politopo. Dessa
forma, a topologia de um politopo de uma malha é a definicao das relagoes entre
seus vértices, arestas e faces.

A seguir, malhas uniformes, nao uniformes e conformes sdo abordadas na
subsecao |1.5.1} Topologia de malhas sao abordadas na subsecao [1.5.2

1.5.1 Malhas uniformes, nao uniformes e conformes

As malhas podem ser classificadas como uniformes ou nao uniformes. Uma ma-
lha uniforme é, como o nome indica, constituida por vértices que sao distribuidos
de maneira uniforme no dominio. Veja um exemplo de malha uniforme com 64
poligonos na figura

Uma malha uniforme pode ser pouco conveniente se a solucao do modelo ma-
temadtico varia muito entre os pontos na solu¢ao numérica. Uma forma de se resolver
isso é, evidentemente, usar mais pontos, de modo que o espacamento entre os pon-
tos seja reduzido. No entanto, isso pode gerar grande esfor¢co computacional, ja
que havera mais pontos onde as equacoes devem ser avaliadas, ao se utilizar uma
malha com espacamento uniforme entre os pontos. Ainda, o aumento de pontos
na malha pode ser demasiado se os pontos forem igualmente espagados e fortes va-
riagoes ocorrerem na solucao em regioes variadas e dispersas do campo de calculo,
uma vez que muitos pontos serao desperdicados em regioes de pequena variagao
da solugao do modelo matemdtico. Uma alternativa natural é distribuir os pontos
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Figura 1.1: Exemplo de malha uniforme, regular e conforme.

com espacamentos diferentes. Com isso, gera-se uma malha com espacamento nao
uniforme entre os pontos, isto é, os vértices da malha sao distribuidos de maneira
ndo uniforme no dominio [143, secdo P-1.1]. As malhas ndo uniformes sio caracte-
rizadas pela ocorréncia de refinamento adaptativo, que é descrito na subsecgao 2.2
na pagina Exemplos de malhas nao uniformes podem ser observados na figura
1W)

e

Figura 1.2: Exemplos de malhas ndo uniformes, irregulares e nao conformes. (Figuras
adaptadas de [102].)

A estrutura de dados para representar a malha e a codificacdo podem ser mais
dificeis de serem realizadas em uma malha nao uniforme do que em uma malha
uniforme. Para problemas com variagOes suaves na solucao, € preferivel utilizar
uma malha uniforme em vez de uma malha nao uniforme; pois, ao se utilizar uma
malha uniforme, é possivel obter uma solugao tao eficiente quanto com uma malha
nao uniforme.

Uma malha é conforme se satisfaz duas condigoes: i) a intersegao entre quaisquer
dois politopos da malha ou é um conjunto vazio ou é um elemento geométrico
pertencente a ambos os politopos (uma face, uma aresta, um vértice) e ii) tal
elemento geométrico compartilhado é somente um e completo. Note que os vértices
internos de uma malha conforme podem nao ter a mesma valéncia. Um exemplo de
malha conforme é mostrado na figura [I.1] e exemplos de malhas nao conformes sao
mostrados na ﬁgura Ainda, um malha de superficie (conforme) é um manifold se
suas arestas internas sao compartilhadas por exatamente dois componentes basicos
da malha ou somente por um se a aresta pertence a fronteira de uma superficie
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aberta.

1.5.2 Topologia de malhas

Malhas podem ser classificadas como regulares (ou estruturadas), irregulares (ou
nao estruturadas) e versoes hibridas de malhas regulares e irregulares. A diferenca
bésica entre malhas regulares e irregulares é na forma da estrutura de dados que
descreve mais apropriadamente a malha. Em termos simples, estrutura de dados
é a forma de armazenamento e organizagao dos dados na memoria do sistema de
computacao.

Em geral, o desempenho da computagao é em fun¢ao da quantidade do ntimero
de pontos de avaliagao no modelo numérico e da quantidade de adjacéncias entre
os pontos. Com isso, busca-se um nimero minimo de pontos de avaliagao para
a precisao desejada na aproximacdo. A relagdo entre o nimero de vértices e o
nimero de politopos depende da topologia da malha e do tipo dos politopos. Se os
pontos de avaliagao das equagdes forem nos vértices, entao, o nimero de vértices
indica o numero de graus de liberdade do modelo, ou seja, € o nimero de incégnitas
do sistema de equagoes lineares gerado na aplicagao do método numérico. Em
um modelo mais genérico com m graus de liberdade por vértice, ha m equagoes
acopladas, produzidas para cada vértice. Claramente, a utilizacdo de uma malha
regular ou irregular depende da aplicagao.

Malhas regulares

Uma malha regular é caracterizada por uma conectividade regular dos vértices e
pode ser expressa como uma estrutura de dados matricial (bidimensional, tridimen-
sional etc.). Em uma malha regular, a regularidade da conectividade da matriz que
representa a malha permite percorrer os vértices adjacentes a um vértice apenas
pelos indices da estrutura de dados e pode-se detectar as adjacéncias apenas ao
se verificar o arranjo do armazenamento da estrutura de dados. Em particular, o
mesmo nimero de politopos incide a cada vértice interior de uma malha regular.
Mais especificamente, uma malha regular de quadrangulos ou de hexaedros consiste
em um conjunto de coordenadas e conectividades de forma que a malha de poligonos
ou de poliedros pode ser mapeada em uma matriz. Por exemplo, uma matriz tri-
dimensional M; ; pode ser utilizada para armazenar as coordenadas dos pontos
de uma malha regular tridimensional, em que cada indice pode ser escolhido para
descrever e representar a posi¢ao dos pontos em uma dire¢cdo. Com isso, os pontos
adjacentes ao ponto representado na entrada M; ;1 sao representados nas seguin-
tes entradas. Respectivamente, as entradas M;_1 ;x, Mit1jk, Mi 1k, Mij—1.k,
M; j—1 e M; j+1 representam os pontos a esquerda, a direita, acima, abaixo, na
frente e atras do ponto representado na entrada M; ; k.

Em geral, somente quadrangulos e hexaedros sao utilizados em malhas regulares.
Exemplo de uma malha regular e conforme é mostrado na figura [I.1] H4 autores
que denominam malha regular como grid, mas ha autores que podem utilizar o
termo grid para se referirem a qualquer tipo de malha.

Thompson e Weatherhill [143], se¢ao 1.2] explicam que malhas regulares forne-
cem uma representacao natural das condigoes de contorno de derivadas normais e
permitem aproximagoes simples baseadas nas diregoes predominantes do problema,
por exemplo, paralelas ou normais a uma dire¢do de fluxo ou limite. Malhas re-
gulares e conformes tém sido amplamente aplicadas, por exemplo, em dinamica de
fluidos computacionais. Se o problema for em dinamica de fluidos computacional e o
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movimento do fluido é altamente direcional, a utilizacao de uma malha regular com
poliedros bem organizados ao longo da direcao principal do fluxo contribui para se
obter solugoes numéricas adequadas. Uma malha regular com hexaedros alinhados
ao longo da linha central do fluxo apresenta arestas predominantemente alinhadas
com o fluxo. Um bom alinhamento entre as arestas da malha e o fluxo, como
em malhas regulares de hexaedros, apresenta baixos erros de difusividade numérica.
Em malhas regulares com hexaedros alinhados longitudinalmente, pode-se “esticar”
longitudinalmente os hexaedros sem degradar seus formatos, isto é, nao ha alteragao
dos angulos entre as arestas do poliedro ao se gerar malhas anisotrépicas. Por sua
vez, malhas de tetraedros ndo podem fornecer alinhamento de arestas com o fluxo
[43, p. 39-40]. Grosso modo, malhas isotrépicas néo sao associadas a uma dire¢ao
em particular e malhas anisotrépicas sao associadas a uma direcao em particular.

Uma malha regular também leva a uma estrutura simples do conjunto de dados
e permite a utilizagao de representacoes de divisoes e fluxo direcional de tempo. O
processo de resolucao de sistemas das equagoes lineares, que sao gerados na aplicagao
de métodos numéricos, como exemplos, pelos métodos dos elementos finitos, das
diferencas finitas ou dos volumes finitos, é simples e rapido em malhas regulares
(bem como em malhas irregulares), devido & facilidade em determinar as adjacéncias
dos vértices.

Uma das grandes vantagens resultantes da utilizagao de malhas regulares é que
sua implementacéao é relativamente simples. A principal desvantagem da utilizagao
de malhas regulares é o fato de que nem sempre é possivel garantir que uma malha
aceitavel seja produzida com essa abordagem.

Malhas irregulares

Uma malha irregular é caracterizada por uma conectividade irregular, isto é, as
conectividades dos vértices nao possuem uma estrutura regular em toda a malha.
Uma malha irregular nao pode ser diretamente expressa como uma estrutura de
dados matricial (bidimensional, tridimensional etc.). O nimero de politopos inci-
dentes a um vértice interior da malha nao é necessariamente constante em uma
malha irregular. Por isso, as adjacéncias de um vértice em uma malha irregular
devem ser explicitamente armazenadas. Exemplos de malhas irregulares sao mos-
trados na figura Métodos de discretizacao de equagoes de fluxo de fluidos que
sao baseados em esquemas integrais, tais como volumes finitos ou elementos finitos,
sao candidatos naturais para serem utilizados com malhas irregulares [143] secao
35.1].

A principal vantagem da abordagem irregular é que fornece uma forma con-
veniente para a discretizacao de dominios geométricos com formatos complicados
ou de fluxos com caracteristicas complexas. Dependendo do problema, uma malha
irregular pode permitir um ntimero menor de politopos para cobrir o dominio em
relagao a uma malha regular.

Métodos que utilizam malhas irregulares, naturalmente, oferecem a possibilidade
de incorporacao de adaptagoes: uma malha irregular pode ser melhor adaptada para
a representagao do dominio do problema se comparada a uma malha regular. Em
malhas irregulares, é possivel adicionar e remover vértices e politopos como a geo-
metria exigir ou em um esquema de adaptacao de fluxo, como em fluxo de gradientes
ou em erros evolutivos [143] se¢do P-3.1]. Por outro lado, os métodos empregados
sao bastante sensiveis a qualidade da malha empregada. Essa dependéncia é tao
grande que a qualidade da malha tem que ser levada seriamente em consideragao.
Técnicas de adaptagao de malhas sao descritas no capitulo [2]
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Por outro lado, a falta de quaisquer caracteristicas direcionais globais em uma
malha irregular torna a implementacao do algoritmo de varredura dos pontos de
avaliacdo mais dificil de implementar do que em malhas regulares. Ainda, malhas
irregulares podem exigir um esquema de armazenamento mais complicado do que se
malhas regulares forem utilizadas. Isso ocorre porque, como descrito, as adjacéncias
nas malhas irregulares devem ser explicitamente armazenadas. Pode ser necessario
armazenar uma referéncia para cada um dos vértices adjacentes em todos os vértices
que compoem uma malha irregular. Ainda, para que nao haja aumento de vértices
da malha e, consequentemente, aumento do custo computacional da resolugao, pode-
se definir um movimento de vértices da malha para regides com maior variacao da
solugao do modelo matematico ou na direcao de um sistema de fluxo unidirecional.
Em geral, esse movimento de vértices “estica” longitudinalmente os politopos e pode
degradar o formato dos politopos de malhas irregulares ao alterar os angulos entre
as arestas ou faces de um politopo. Por exemplo, em um problema de pressao de
cisalhamento, De Santis [43, p. 44] comparou o desempenho de malhas regulares
e irregulares. Esse autor mostrou que malhas irregulares de tetraedros e prismas
exigiram como seis vezes mais poliedros e o desempenho da utilizacao da malha
irregular foi 14 vezes pior em relacao a utilizagao de malha regular de poliedros.
Ainda, o erro da malha irregular ndo diminuiu abaixo de 5%; mas o erro diminuiu
progressivamente com a utilizagdo da malha regular. Com esse exemplo, tem-se uma
nogao de que a escolha da topologia da malha é altamente dependente da aplicagao.

Versoes hibridas

Uma malha semi-regular é obtida a partir de um refinamento adaptativo dos po-
litopos de uma malha inicialmente irregular. Refinamento adaptativo de malhas
é descrito na subsecgao na pagina Nao devem ser gerados novos politopos
irregulares ao se refinar a malha. Portanto, uma malha semi-regular é regular em
partes e caracteriza-se por possuir alguns politopos irregulares que constitufam a
malha inicial [41].

Em particular, uma malha regular multi-bloco é uma cole¢ao de malhas irregu-
lares de blocos regulares. Mais especificamente, uma malha regular multi-bloco é
composta de varios dominios e cada dominio é uma malha regular.

1.6 Triangulacgoes

Triangulacoes sao utilizadas para representar partes do espago continuo de uma
forma que permita a algoritmos numéricos computar caracteristicas do espago. Ha
uma utilizacao intensa de malhas triangulares. Antes de se apresentar uma definigao
de triangulagao, considere a definicao de simplexr a seguir.

Definicao 1.8 (simplex). Um simplex k-dimensional, embutido no espago euclidi-
ano d-dimensional, € constituido de pontos no espaco euclidiano k-dimensional que
pode ser expresso como a combinacao convera de k + 1 pontos afim-independentes.

Os pontos ay,as, -+ ,a, € R sao afim-independentes se os k — 1 pontos
az—ay, - ,ar—aj sao linearmente independentes. Em especial, afim-independéncia
é independéncia linear ao se desconsiderar a origem. Em particular, no espago eucli-
diano, instancias de um simplez sdo: vértice (0-simplex) no espago zero-dimensional,
aresta (1-simplez) no espago unidimensional, tridngulo (2-simplez) no plano e te-
traedro (3-simplez) no espago tridimensional.
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Em uma malha de “simplexos” d-dimensionais, todo k-simplex, com k < d, é
gerado por um subconjunto de vértices de algum d-simplex [41]. Tridngulo é o
poligono mais simples no plano euclidiano: triangulos sao os poligonos fechados
com o menor nimero de vértices e arestas. Em especial, triangulo pode ser des-
crito como o conjunto de todos os pontos internos ao poligono fechado e convexo
formado por trés arestas e tetraedro é um poliedro convexo composto por quatro
faces triangulares, seis arestas, e cada trés faces triangulares sao incidentes a cada
um dos quatro vértices do poliedro. Considere a definicao de triangulagao de um
conjunto de pontos a seguir.

Definicao 1.9 (triangulagdo de um conjunto de pontos). Seja um conjunto finito
de pontos V no plano euclidiano. Uma triangulacao T € um conjunto finito de
simplezxos (ou triangulos) no plano, tal que: i) V é o conjunto de vértices de T; ii)
para quaisquer dois triangulos t1,to € T, t1 Nty = & ou a intersecdo de t1 e de
ty, ou seja, t; Nty = ab € elemento do conjunto de arestas de T, out; Nty = a €
elemento do conjunto V; iii) ((ab = t; Nta) = (t1 Uta —ab = @) A ((a = t1 Nta) =
(t1Ute —a = &)), isto é, os interiores de cada par de tridngulos adjacentes € vazio;
iv) a unido de todos os triangulos em T é a combinagdo convera de V.

Em termos simples, uma triangulacao é a particao de um dominio fechado em
triangulos. Veja um exemplo de triangulacdo na figura [1.3(b)

(a) Um conjunto de pontos (b) Uma triangulagdo de V. (¢) Fecho convexo de V.

V.

Figura 1.3: Pode-se obter uma triangulacao a partir de um conjunto de pontos.

Em relagao a conectividade e topologia de tridngulos, uma numeragao ordenada
dos vértices permite calcular a area da superficie de um triangulo em sentido posi-
tivo, ou direcional. Essa numeragao permite avaliar, também, as direcoes normais
de cada aresta.

Pode-se gerar uma triangulacao em qualquer conjunto de pontos. Se n pontos
sdo colineares, entdo, existem n — 1 arestas e zero tridngulo (note que a defini¢ao
ainda é vélida). Além disso, ndo existe uma sé solugdo para a triangulagao
de um conjunto de pontos. Porém, deseja-se que os tridngulos possuam formatos
convenientes para a aplicagdo. Por isso, a qualidade da triangulacao é importante.
Com isso, nos ultimos 40 anos, foram propostos diversos métodos de geragao de ma-
lhas triangulares. Exemplos de malhas triangulares nao conformes, formadas por
triangulos retangulos isésceles e escalenos sao mostrados nas figuras [I.4] e [I.5] res-
pectivamente. Em particular, em uma triangulacao restrita, determinadas arestas
devem constar na triangulacao, em que a fronteira do dominio é um exemplo.

Podem ser utilizados diferentes dominios na geragao de uma triangulagao. Os
dominios para malhas triangulares podem ser subdivididos em quatro tipos de



12 Malhas

}i/é = s %
i

Figura 1.4: Malha triangular nao conforme, formada por 6668 tridngulos retangulos
isésceles gerada com refinamento adaptativo [69].
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Figura 1.5: Malha triangular ndo conforme, formada por 1697 tridngulos escalenos gerada
com refinamento adaptativo [67].
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dominio de entrada [16]. Os quatro tipos de entrada e as defini¢oes dessas entradas
sao os seguintes [16].

e Poligono simples: o dominio é uma regiao poligonal fechada do plano e sua
fronteira é formada por arestas simples. A triangulagao deve utilizar as arestas
da fronteira como arestas da triangulagao. No entanto, arestas da fronteira
podem ser subdivididas e podem formar varias arestas colineares na trian-
gulacao. Em mais detalhes, triangulacao de um poligono p é a decomposicao
de p em tridngulos por diagonais (que nao se interceptam) entre vértices de p
e estao no interior de p.

e Regides nao continuas: essas regioes diferem do poligono apresentado anteri-
ormente; pois, na fronteira podem haver regices disjuntas.

e Conjunto de pontos: os vértices da triangulacdo sdo exatamente os pontos
de entrada e o dominio da triangulagdo pode ser considerado como o fecho
convexo dos pontos, definido a seguir.

Definigao 1.10. (fecho convexo) O fecho convexo de um conjunto A =
{a1, -+ ,an} em um espago vetorial é o conjunto de todas as combinagdes
convezas de elementos de 2, isto €, é o conjunto de todas as somas aya; +

n
s 4 apan, coma; >0 e Y a; =1, para n arbitrdrio.
i=1

Em termos simples, o fecho convexo de um conjunto de n pontos é o menor
poligono convexo que contém esses pontos. Veja a figura|l.3(c)| para exempli-
ficagao de fecho convexo de um conjunto de pontos.

e Planar straight line graph (PSLG, ou grafo planar com arestas nao curvas):
a entrada é um conjunto de vértices e segmentos de reta no plano que se
intersectam somente nos vértices. Os segmentos devem estar presentes na
triangulagao final e devem ser utilizados como arestas na triangulagao, apesar
de que, dependendo da aplicagao, pode ser permitido que as arestas do PSLG
sejam subdivididas e formem varias arestas colineares na triangulacao. Ja
foram mostrados exemplos de PSLG, nas figuras [[.1] a [I.5] com excecao da
figura Mostra-se um exemplo que ndo é um PSLG na figura ao
considerar que os pontos estao destacados.

Figura 1.6: Um exemplo que ndo é um PSLG, pois hd um lago, ocorre cruzamento entre
arestas e hd uma aresta curva.
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Dois exemplos de triangulacoes sao os seguintes. Uma triangulagao gulosa é,
como o nome indica, uma triangulagao que utiliza a abordagem gulosa para a
geracao da malha. Ao se utilizar a abordagem gulosa no projeto de um algoritmo,
em termos simples, encontra-se, entre todas as alternativas em um determinado
passo do algoritmo, a alternativa que melhor atenda as condi¢oes naquele passo.
Nao se pode garantir que sempre sera encontrada a solugao 6tima do problema
quando se utiliza uma abordagem gulosa; mas, geralmente, projeta-se um algo-
ritmo eficiente para o problema [63]. Com essa abordagem, diversas variagoes de
algoritmos podem ser projetados. Uma delas é inserir arestas entre vértices mais
préximos até que o resultado final seja uma triangulagdao. Na figura pode ser
observado um exemplo de geracao da malha, utilizando-se a triangulacao gulosa:
arestas sao inseridas entre vértices mais proximos até se obter uma triangulacao.
Um algoritmo guloso alternativo poderia ser projetado de forma a inserir uma pri-
meira aresta e, em seguida, arestas seriam inseridas a partir de vértices com arestas
incidentes, até se obter a triangulagao final.

T
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Figura 1.7: Exemplo do processo de geragao de malha utilizando a triangulagao gulosa
em seis vértices. Note que, a cada passo, ocorre a inser¢do de uma aresta valida.

A triangulagdo MinMax foi proposta por Babuska e Aziz [5]. E necessdrio que
os angulos dos triangulos que compoem a triangulagao nao sejam préximos a 180°
para a geracgao dessa triangulacao.

Em termos simples, com a técnica avango de fronteira (advancing front method),
a geracao da malha irregular é realizada de forma progressiva, um politopo por vez,
tipicamente, a partir da construcao de politopos na fronteira, em direcao as regioes
internas do dominio. A regiao onde ha novos politopos e regiao ainda sem politopos
é chamada de fronteira. Em geral, nesses métodos, politopos de étima qualidade sao
os primeiros a serem gerados, isto é, na fronteira do dominio, e os piores politopos
sao os ultimos a serem gerados, tipicamente, nas regides mais internas do dominio.

1.7 Notas bibliograficas

Desde a publica¢ao de Thompson, Warsi e Mastin [142], uma quantidade razodvel
de livros inteiramente dedicados a geragao de malhas tem sido publicada. Um livro
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sobre geracao de malhas fortemente recomendado é Handbook of Grid Generation,
editado por Thompson, Soni e Weatherhill [143]: sdo 37 capitulos e contribuigoes
de 30 outros pesquisadores, além de textos dos editores. Além dessa obra, outras
fontes excelentes sobre geracao de malhas, em diversos aspectos importantes e nao
abrangidos neste presente texto, sao os livros Mesh Generation, application to Fi-
nite Elements de Frey e George [50] e Delaunay Mesh Generation de Cheng, Dey
e Shewchuk [32]. Em particular, trés técnicas importantes no contexto de geracao
de malhas triangulares nao foram abordadas neste texto. Um exemplo de excelente
texto sobre triangulacdo de poligonos é o capitulo 3 do livto Computational Geo-
metry, de Berg e colaboradores [15]. Outra técnica importante e ndao abordada o
suficiente neste texto é avancgo de fronteira. Exemplos em que essa técnica é descrita
em detalhes é no capitulo 6 do livro de Frey e George [56] e no capitulo 17 (e em
vérias outras partes) do livro de Thompson, Soni e Weatherhill [143]. Ainda, outra
técnica importante e nao abordada neste texto é varredura e o livco Computational
Geometry, de Berg e colaboradores [I5] é um 6timo texto sobre o assunto.

As técnicas de extrusdo e paving também nao sdo abordadas neste texto por
serem mais utilizadas com malhas quadrilaterais. Otimos livros que abordam ex-
trusdo e paving sao Mesh Generation, application to Finite Elements, de Frey e
George [56l p. 279], e Handbook of Grid Generation, editado por Thompson, Soni e
Weatherhill [143], P-3.2.3], respectivamente. Finalmente, defini¢bes bésicas de con-
ceitos matematicos sao descritas em diversos livros, e o livro Dictionary of applied
math for engineers and scientists, editado por Previato [I1§], é um bom exemplo.

1.8 Exercicios
1. Explique o que sao:

(a) bola fechada:

(b) bola aberta:

(¢) dominio fechado:

(d) dominio aberto:
)

(e) fronteira de um dominio:

2. Explique os seguintes termos.

(a) Grafo:
Vértices:
Aresta:
Adjaceéncia:

Incidéncia:

Valéncia de um vértice:
Malha:

Poligono:

Politopo convexo:

)

)

)

)

) Grau de um vértice:
)

)

)

)

) Poliedro:
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10.
11.

12.

13.
14.

Malhas

(1) Politopo:
(m) Simplez:

. Descreva as caracteristicas dos seguintes tipos de tridngulos.

(a
(b
(c
(d

Retangulos:
Isosceles:

Equilateros:

— = D

Escalenos:

Explique o que é combinacao convexa.

. Explique o que é fecho convexo de um conjunto de pontos.

. Explique o que é homeomorfismo.

O fecho convexo de n pontos no espago euclidiano d-dimensional é ho-
meomorfico a uma bola no espago euclidiano d-dimensional ou no no espago
euclidiano (d — 1)-dimensional? Explique.

. Explique o que é um grafo planar.

. Explique o que é um PSLG.

Explique a(s) diferenga(s) entre malha e grafo.

Explique as diferengas entre os seguintes tipos de malhas.

(a) Malhas uniformes e nao uniformes.
(b) Malhas regulares e irregulares.

(¢) Malhas isotrdpicas e anisotrépicas.

A utilizagdo de uma malha irregular é sempre melhor que a utilizacao de uma
malha regular? Por qué?

Explique o que sao malhas triangulares.

Cite trés tipos diferentes de dominio para a geracao de uma triangulagao.



Capitulo 2

Técnicas para adaptacao de
malhas

2.1 Introducao

Com a adaptatividade de uma malha computacional, alteracoes na malha sao rea-
lizadas & medida que a solucdo do modelo matemaético é calculada. A utilizacdo de
técnicas de adaptacao é uma forma eficaz de se garantir uma solu¢ao numérica com
boa precisao em regioes criticas do dominio a um custo computacional aceitavel.
E importante que, com os critérios de adaptacao, sejam resolvidas tanto as carac-
teristicas descontinuas da solucao do modelo matematico, isto é, ondas de choque,
contato etc., quanto as caracteristicas suaves. Adaptacoes dinamicas, juntamente
com o tratamento de configuracoes reais em trés dimensoes por meio de estruturas
de malhas compostas, sao assuntos bastante investigados em geracao de malhas
computacionais.

Em formas tipicas de adaptatividade, a malha é localmente refinada pela in-
sercao seletiva de vértices e/ou é movida para concentrar vértices em uma regiao
selecionada, com o objetivo de ser apresentada uma aproximagao numérica ade-
quada a solugao do modelo matematico. Essas adaptagoes podem reduzir oscilagoes
de resolugoes inadequadas em gradientes grandes, permitindo representacoes nitidas
e adequadas de fronteiras de choques e de camadas limites, como exemplos.

Procedimentos computacionais permitem o célculo de uma aproximacao inicial
para a solucao de um determinado problema. KEssa aproximagao, geralmente, é
melhorada com a adaptacao da malha. Por exemplo, métodos podem ser utilizados
para prever as caracteristicas desejadas da malha, ou seja, o tamanho e a forma dos
politopos, de forma que uma nova malha adaptada possa ser gerada. O objetivo
final do processo de adaptagao é definir as caracteristicas da malha ideal para ser
utilizada pelo método numérico. Como exemplo, isso pode ser definido como uma
malha em que o ntimero de graus de liberdade necessario para se atingir um nivel
especifico de precisdao é minimo. Alternativamente, pode ser interpretado como a
malha em que um determinado nimero de vértices é distribuido de tal forma que a
maior precisdo possivel é alcangada [143, subsecao 35.4.1].

Em um processo adaptativo, a decis@o fundamental consiste em determinar
quando e onde adaptar a malha. Para isso, é necessario um estimador de erro
que guiard o processo. E o valor do estimador que permite decidir quando se torna
necessario redefinir a malha para se continuar a simulagao, quer por imposi¢ao de
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um erro maximo toleravel, quer pela prépria malha nao ser mais aceitavel por con-
ter politopos demasiadamente distorcidos [92], p. 67]. A avaliacao da qualidade em
malhas triangulares é um tépico relevante e isso é tratado no capitulo [3

Critérios de adaptacao baseiam-se na avaliagao do erro na aproximagao da
solugao das equacgoes que regem ou sao construidos para detectar as caracteristicas
do modelo matematico em anélise. Esses estimadores sao intimamente ligados as
equagoes a serem resolvidas [I43] segdo P-3.3]. O erro calculado, estimado a partir
da aproximagao corrente, é analisado para que se alcance uma distribuigao espacial
ideal dos vértices da malha. Estimadores de erros sofisticados podem ser utilizados
para algumas classes de problemas. Os estimadores de erros podem ser aplicados
para fornecer uma solucao numérica que pode ter um pré-limite sobre os erros de
discretizacdo, que é a diferenca entre a aproximacao computada e a solucdo da
equagdo diferencial parcial [32] p. 5]. Cao, Huang e Russell [29] apresentam vérios
exemplos de indicadores de erro.

A malha corrente é, entdo, modificada com o objetivo de atender, tdo préximo
quanto possivel, a uma distribuicdo 6tima. A malha resultante é utilizada para
produzir uma aproximacao nova, em que o erro da aproximacao deve ser diminuido
e o procedimento pode ser repetido varias vezes até que o usudrio esteja satisfeito
com a qualidade da solugao calculada [I43] subsecao 35.4.1]. Esse esquema é mais
empregado em malhas irregulares, em que, como exemplo, com a insercao de vértices
e as conexoes subsequentes, as caracteristicas de formato dos politopos da malha
nao sao alterados.

Com o principio de equidistribuigao [37], busca-se rearranjar os vértices de uma
malha de forma que uma determinada medida seja distribuida equitativamente ao
longo de cada subintervalo da malha. Essa medida pode ser, por exemplo, uma
medida de erro da discretizagao que serd comparada com a medida de um politopo
desejavel, hipoteticamente 6timo. A diferenga entre cada politopo da malha e o
politopo desejavel serd, aproximadamente, a mesma para todos os politopos exis-
tentes. Algumas restri¢ées topoldgicas, como cantos nao convexos em problemas
multidimensionais, podem impedir um movimento de vértices ideal. Por isso, nao
se pode garantir que a equidistribuigao seja satisfeita para todos os politopos da ma-
lha [I05]. Thompson, Soni e Weatherhill [I43, secao P-3.3] explicam que, uma vez
que um critério de adaptagao é estabelecido, o principio de equidistribuicao pode
ser atingido por meio de uma variedade de técnicas, como a insercao de vértices,
simplificagcdo, movimento de vértices, remeshing ou combinacoes dessas técnicas.

Ha& trés estratégias basicas que podem ser empregadas em malhas adaptaveis di-
namicamente, acopladas com as equagoes diferenciais parciais dos problemas fisicos:
refinamento e simplificacao locais de vértices, abordados na secao movimento
ou redistribuicao de um nimero fixo de vértices, descrito na secao [2.3} aumento lo-
cal na ordem do método, comentado na segao [2.4] Claramente, combinagoes dessas
abordagens sao possiveis e combinacoes entre refinamento e movimento de vértices
sao abordadas também na se¢ao Finalmente, a troca e o colapso de arestas sao
abordadas na sec¢ao [2.5

2.2 Refinamento e simplificacao locais

No refinamento adaptativo de malhas no contexto de volumes finitos, ou refinamento
h no contexto de elementos finitos, vértices sdo inseridos localmente na estrutura
de vértices nas regioes do dominio onde é necessaria uma aproximacao melhor a
solugao do modelo matematico, como em regides de erro ou gradiente da solugao
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relativamente grande. A insergao local de vértices pode ser realizada em qualquer
tipo de malha. O objetivo principal da inser¢ao de novos vértices na malha, com o
refinamento adaptativo, é obter uma qualidade maior da solugao numérica ao custo
do aumento do custo computacional nos calculos. Em geral, se uniforme, a malha se
torna nao uniforme com a insercao de vértices. Pontos também podem ser removidos
e, com isso, obtém-se uma simplificacao da malha. TransformacGes topoldgicas sao
operagoes que alteram a conectividade da malha ao remover elementos (vértices,
arestas etc.) da malha ou alterd-los de forma que fiquem com uma configuracao
diferente da original. Os estudos sobre refinamento adaptativo de malhas comegou
na década de 1970 e ainda é um tépico ativo de pesquisa. Publicacoes recentes no
assunto incluem Nie, Li e Wang [97], Goffin et al. [62], Baker et al. [6] e Gonzaga
de Oliveira, Kischinhevsky e Tavares [69].

O refinamento em malhas irregulares é mais fcil de ser implementado do que em
malhas regulares. Isso porque a inser¢ao de vértices em uma malha irregular envolve
uma reconexao local dos politopos e a malha resultante tem o mesmo esquema da
malha inicial. Dessa forma, o método resolutor pode ser utilizado na malha refinada
como foi utilizado na malha inicial.

Em uma malha regular, em geral, a insercao de vértices poderd interferir na
regularidade no esquema matricial que representa a malha. Além disso, podem
ocorrer vértices nao conformes. Portanto, refinar malhas regulares podera exigir
uma modificacao na base da estrutura de dados. Também, o surgimento de vértices
nao conformes podera exigir uma propagacao do refinamento e, consequentemente,
um aumento exagerado no nimero de vértices na malha que, por sua vez, pode
acarretar em um custo computacional muito alto da resolucao. Claramente, o re-
finamento de vértices em malhas regulares nao é um processo tao natural como o
processo aplicado em malhas irregulares e, portanto, nao é tao amplamente em-
pregado. Trabalhos foram desenvolvidos para implementar refinamento em malhas
regulares e os resultados mostram que os beneficios obtidos podem nao compensar
o esforco adicional das modificacGes na estrutura de dados e no método resolutor.
Veja detalhes sobre esse assunto na subsecao P-3.3.1 de Thompson, Soni e We-
atherhill [143]. Pode-se utilizar, inicialmente, uma malha regular e uniforme e que
se torna nao uniforme com adaptacoes sucessivas.

Uma vantagem da utilizagao do refinamento adaptativo por insercao de vértices é
que a estrutura original de vértices fixos é preservada. Na abordagem por insercao de
vértices em regioes de erro ou gradiente grande, nao hé, evidentemente, esgotamento
dos vértices em outras regioes da malha e, portanto, nenhum aumento formal de
erro ocorre. O erro global tende a diminuir j& que o erro é reduzido localmente
na regiao em que houve o refinamento adaptativo. Claramente, o refinamento com
éxito aumenta a resolugao de uma anélise.

As desvantagens da utilizagdo do refinamento adaptativo por insergao de vértices
sdo que o tempo de processamento e de armazenamento aumentam com o refi-
namento. Ainda, a estrutura de dados e a codificacdo podem ser complicadas.
Também, o refinamento adaptativo por insercao de vértices fornece um retorno
decrescente em refinamentos sucessivos.

Definido o politopo a ser refinado, deve-se, ainda, definir como o politopo sera
refinado. Em particular, ha diversas formas de se definir como subdividir triagngulos
e algumas sao descritas a seguir.

e Uma das primeiras propostas para se subdividir tridngulos foi a de tragar a
mediana do tridngulo, a partir do ponto médio da maior aresta, ou bissegao
do tridngulo. A mediana de um tridngulo é o segmento de reta que conecta
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um vértice do tridngulo ao ponto médio da aresta oposta a esse vértice. Em
qualquer triangulo, uma mediana divide o tridngulo em duas regioes de dreas
iguais. Em particular no triangulo retangulo, a mediana que parte do vértice
no angulo reto divide a hipotenusa em dois segmentos do mesmo tamanho da
mediana. Essa subdivisao de triangulo, exemplificada na imagem & esquerda
da ﬁgura é denotada como subdivisao 2T-LE (2-triangle longest-edge par-
tition).

Figura 2.1: Formas possiveis de um tridngulo ser subdividido: & esquerda, a subdivisao
2T-LE (2-triangle longest-edge partition); ao meio, a subdivisdo 3T-LE (3-triangle longest-
edge partition); & direita, a subdivisdo 4T-LE (4-triangle longest-edge partition), que é a
subdivisao por meio de particionar o tridngulo pela mediana e, em seguida, subdividir os
dois tridngulos resultantes também por suas medianas [122].

Para se manter a conformidade da malha com a subdivisao 2T-LE, também
deve-se subdividir o triangulo adjacente, isto é o triangulo que compartilha a
maior aresta com o triangulo refinado, a menos que a aresta esteja na fronteira
do dominio. Isso significa que o refinamento deve ser propagado até que uma
aresta dividida seja a maior aresta também do triangulo adjacente ou uma
aresta da fronteira seja dividida.

Essa subdivisao do tridngulo faz com que a qualidade dos novos tridngulos nao
seja deteriorada em relagao ao triangulo original. Rosenberg and Stenger [123]
provaram que os angulos interiores nao se tornam zero com esse esquema de re-
finamento. Stynes [I35] demonstrou que os formatos dos tridngulos produzidos
por sucessivas subdivisoes pelo esquema 2T-LE tendem a ser proximos de um
tridngulo equildtero. Ainda, Stynes [I35] provou que os tridngulos resultan-
tes satisfazem a uma propriedade de regularidade no formato dos tridngulos.
Essas propriedades sao compartilhadas por todos os esquemas baseados em
bissecao, como os esquemas 3T-LE e 4T-LE, exemplificados nas imagens ao
meio e a direita na figura criando-se trés e quatro triangulos, respecti-
vamente [64]. Velho and Zorin [I48] apresentaram uma subdivisao 4-8, que
também utiliza a bissegao.

Uma forma simples de se particionar um tridngulo é inserir o ponto na co-
ordenada do centro da circunferéncia inscrita do tridngulo e os trés vértices
do tridngulo sdo ligados a esse ponto, como exemplificado na figura[2:2] Com
isso, tem-se a vantagem de que sempre o ponto a ser inserido pertence ao
tridngulo. A desvantagem dessa forma de se particionar um tridngulo é que
os trés novos triangulos podem ser de ma qualidade.

O circuncentro do triangulo também pode ser inserido. Circuncentro é o cen-
tro do circuncirculo do triangulo, que é o tnico circulo que passa pelos trés
vértices do triangulo. Em termos simples, o circuncentro é a interseccao das
mediatrizes das arestas de um triangulo. O circuncentro é equidistante aos
trés vértices do tridngulo. Portanto, essa distancia é o raio, ou circunraio, de
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Figura 2.2: Insercdo do centro da circunferéncia inscrita do tridngulo. Esse ponto é
ligado aos trés vértices do triangulo, formando trés novos triangulos, que substituem o
triangulo original.

uma circunferéncia circunscrita ao triangulo, que tange seus vértices. Também
em termos simples, a mediatriz de uma aresta é a reta perpendicular a essa
aresta que passa exatamente no ponto médio da aresta. Claramente, a medi-
atriz de uma aresta de um triangulo é a reta que passa pelo ponto médio de
uma aresta do tridngulo e também pelo seu circuncentro. A desvantagem de
se inserir o circuncentro é que o novo ponto pode ficar fora do triangulo e é
necessario procurar em qual triangulo esta o novo ponto. Mesmo se o circun-
centro for externo ao triangulo, a solugao numeérica no triangulo original seré,
eventualmente, melhorada.

e QOutra forma de se particionar um triangulo é calcular os raios das cir-
cunferéncias inscrita (inraio) r e cincunscrita (circunraio) R e as coorde-
nadas dos respectivos centros x; e x.. As coordenadas do novo ponto sao
Tp =2+ (1 — p)z;, em que p = Q—RT. Se o triangulo for equilatero, os centros
das circunferéncias inscrita e circunscrita coincidem, tem-se p = 1 e o circun-
centro é inserido. A desvantagem dessa abordagem é que o ponto também
pode estar fora do triangulo. O novo ponto pode estar proximo de uma aresta
ou de outro ponto e isso causara politopos de mé qualidade. Pode-se decidir
ignora-lo e prosseguir para o politopo seguinte a ser refinado.

e Powell e Sabin [117] mostraram vérias formas de se particionar tridngulos. Sao
mostradas algumas formas possiveis de se subdividir um triangulo na figura
Na subdivisao mostrada na figura a), pode-se inserir qualquer ponto
interior ao triangulo, criando-se seis novos triangulos. Na subdivisao mos-
trada na figura b)7 que é uma generalizagao da subdivisao 4T-LE, pode-se
inserir qualquer ponto na maior aresta do triangulo, criando-se quatro novos
triangulos que substituem o triangulo original. Na subdivisao mostrada na
figura (C), os pontos médios das arestas sao ligados aos pares e as medi-
anas também sao tracadas. Essa subdivisao cria 12 novos triangulos. Na
subdivisao mostrada na figura d)7 quaisquer pontos em cada aresta sao
inseridos e ligados aos pares. Essa subdivisao cria quatro novos triangulos
que substituem o tridngulo original.

e Outra subdivisao possivel de triangulo é tragar segmentos de reta dos vértices
do triangulo até seu baricentro, como mostrado na figura a). Entretanto,
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Figura 2.3: Subdivisdes de Powell-Sabin [117].

essa subdivisao pode piorar a qualidade dos triangulos resultantes em relacao
ao triangulo original. O mesmo pode ocorrer com a subdivisao que cria seis
novos tridngulos (figura [2.3|a)), como exemplificado na figura [2.4(b). De
forma similar, os triangulos resultantes podem ser de méa qualidade com a
subdivisao que gera nove novos triangulos, como mostrado na figura (c)
Essa subdivisao divide cada aresta do tridngulo em trés partes de mesmo
tamanho e liga-os ao baricentro do triangulo, além de ligar o baricentro aos
vértices do tridngulo. Veja o artigo de Plaza e Rivara [I15], para detalhes
sobre essas subdivisoes de triangulos.

(b) (

Figura 2.4: Subdivisoes terndrias de tridngulos: (a) subdivisao ao inserir o baricentro e
ligd-lo aos vértices do tridngulo, criando-se trés novos tridngulos; (b) subdivisdo ao inserir
o baricentro do tridngulo e ligd-lo aos vértices do tridngulo e também aos pontos médios
das arestas, criando-se seis novos tridngulos; (c) subdivisao das arestas em trés partes
iguais e também insercdo do baricentro do triangulo, ligd-lo aos seis pontos criados nas
arestas e também aos vértices do triangulo, criando-se nove novos triangulos.

(2) ©)

e Ainda, outra subdivisdo de tridngulo é dividir cada uma das trés arestas em
trés partes iguais e ligar esses seis pontos ao baricentro do triangulo e, também,
tragar trés novas arestas que ligam esses seis pontos aos pares em arestas
adjacentes, formando-se nove novos triangulos, como mostrado na figura
[56L p. 564].

Figura 2.5: Cada uma das trés arestas do triangulo é dividida em trés partes iguais e os
seis pontos sao conectados ao baricentro do tridngulo e, também, trés novas arestas sao
inseridas ao ligar os seis pontos aos pares entre arestas adjacentes, formando-se nove novos
tridngulos [56], p. 564].
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Em termos simples, o baricentro é o centro de massa de um poligono. Considere
a defini¢ao de baricentro de um simpler a seguir.

Definicao 2.1. (baricentro de um simplex) O baricentro (ou centro de massa) de
um simplex composto pelos pontos a1,--- ,a, € %

2.3 Movimento de um nimero fixo de pontos

No movimento de malhas no contexto de volumes finitos, ou refinamento r no con-
texto de elementos finitos, pontos sdo movimentados (ou redistribuidos) de forma
que se concentrem nas regioes de erro ou gradiente relativamente grande da solugao.
Isso significa que malhas méveis sao adaptadas continuamente e vértices sao movidos
na direcao de regioes em que ha maior variacao na solugao do modelo matematico.
Depois de se assegurar que ha pontos suficientes na malha, o movimento de pon-
tos pode fornecer o mecanismo necessario para se alcangar uma resolucao alta com
um custo computacional baixo. A seguir, nas subsegoes e sdo abor-
dadas caracteristicas béasicas de movimento de malhas e a suavizacao laplaciana,
respectivamente.

2.3.1 Caracteristicas basicas de movimento de malhas

Nessa abordagem, os pontos sao movidos de regioes com erro ou gradiente na solugao
relativamente pequeno para as regides de erro ou gradiente grande. A redistribuigao
dos pontos deve ser realizada de forma a nao diminuir seriamente o niimero de pontos
em outras regioes de possiveis gradientes também significativos. Isso significa que
o aumento do espacamento que ocorre em alguma regiao nao deve piorar a solugao
numérica nas outras regioes do dominio.

Com o movimento dos vértices da malha, a aproximagao global nao é melhorada
no sentido matematico formal [I43], subsecao 1.3.6.1]. A redistribuicao adaptativa
dos pontos tem as suas raizes no principio da equidistribuicao de erros [I43] subsecao
1.3.6.4].

Essa abordagem de adaptatividade da malha pode ser, em geral, utilizada para
problemas transientes por causa da mobilidade da malha, que facilita lidar com
integradores de tempo. Entretanto, sua limitacao estd na dificuldade em definir um
intervalo de tempo adequado, uma vez que os pontos variam de posicao ao longo
do tempo, podendo ocorrer o entrelacamento de arestas. Ainda, a aplicabilidade
do movimento de malhas é limitada devido ao nimero fixo de graus de liberdade
e a uma conectividade fixa dos politopos da malha. Com isso, o movimento de
malhas é, tipicamente, utilizado para acelerar o processo computacional em vez de
ser utilizado para se alcangar uma precisao prescrita [105].

Como afirmam Huang e Russell [78], os métodos que utilizam malhas méveis, ou
simplesmente, métodos de malhas moveis, ainda estao em uma fase relativamente
inicial de desenvolvimento. Muitos deles estao em estdgio experimental e, quase
todos, requerem uma justificativa matemaética adicional. Como também explicam
esses autores, uma andlise rigorosa dos métodos de malhas moveis, para resolver
equagoes diferencias parciais dependentes do tempo, s6 foi realizada para alguns
modelos simples de problemas e também afirmam que muitas formas de se melho-
rar sua eficiéncia e robustez serdo, sem duvida, desenvolvidos. Como, por exemplo,
ainda sao necessarios mais estudos numéricos sistematicos de como se reduzir os cus-
tos na resolugao de todo um sistema de malhas e equagoes diferencias parciais, bem
como estudos em como se equilibrar a adaptagao espacial e temporal de uma malha.
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Explicam, também, que um fator importante nos métodos de malhas mdveis esta
na escolha adequada de uma fungao de densidade da malha. Essa fungao controla a
concentracao de pontos da malha por meio do principio de equidistribuicao e, tipi-
camente, avalia a dificuldade na aproximacao numérica espacial do problema sendo
resolvido. De acordo com Huang e Russell [78], a selecao da funcdo de densidade
da malha pode ser baseada na estimativa de erro de interpolacao, na invariancia de
escala ou em uma estimativa de erro a posteriori, com o limite étimo para o erro
de interpolacao ou o erro da solugao, também obtido pela malha equidistribuida
correspondente [105].

A abordagem por redistribuicao tem as vantagens de nao aumentar o tempo de
processamento e de armazenamento durante as iteragdes da resolugdo. As desvanta-
gens do movimento de vértices da malha sao o possivel esgotamento da possibilidade
de se movimentar vértices em certas regioes e a possivel piora na qualidade dos po-
litopos. Hasssan e Probert [143, subsegdo 35.4.5] explicam que, em alguns casos,
a melhoria obtida pelo movimento de pontos pode ser minima. Isso pode ocorrer
porque o algoritmo pode nao permitir a insercao de novos pontos e, entao, a quali-
dade da aproximagao final é dependente da topologia da malha inicial. Por outro
lado, uma solugao numérica pode combinar o movimento de pontos, o refinamento
adaptativo por insercao de vértices e a simplificagdo. Esses procedimentos devem
ser implementados para que ocorram de forma dinamica, ou seja, aplicados em in-
tervalos regulares na simulagao. Essa abordagem também oferece a possibilidade
de se utilizar o movimento de pontos e refinamento para, de forma independente,
capturarem as caracteristicas em analise.

2.3.2 Suavizagao laplaciana

Uma forma de melhoria da qualidade de malhas é por suaviza¢do. Suavizagdo é
a tarefa de mover vértices para melhorar a qualidade dos politopos incidentes aos
vértices. A suavizag@o nao altera a conectividade da malha, isto é, a topologia da
malha.

Uma técnica para movimentos de vértices que é eficaz e aplicavel a todos os tipos
de malhas baseia-se na formulagao laplaciana ponderada. Essa técnica é chamada
de suavizagdo laplaciana [80] no contexto de melhoria de qualidade de malhas e é
utilizada para reduzir a distor¢ao de politopos ao ajustar a posicao dos vértices.
A suavizacao laplaciana é chamada dessa forma por causa da sua interpretagao
como um operador diferencial laplaciano finito [32 p. 28]. Essa técnica foi uma das
primeiras formas de se melhorar a qualidade de malhas e é, possivelmente, a técnica
mais simples e conhecida para suavizagao de malhas.

A forma bésica de suavizacao laplaciana é mover um vértice para o baricentro
do poligono formado pelos seus vértices incidentes. Isso é feito para todos os pontos
internos da malha. A suavizag@o laplaciana opera heuristicamente e nao garante
a melhoria da qualidade dos politopos. Essa técnica pode ser aplicada apds outra
forma de adaptagao da malha ter sido realizada, como a inser¢ao de novos vértices
ou o movimento de vértices da malha.

Uma forma tipica para a suavizagao laplaciana no plano euclidiano, aplicada no

> p(p.pi) (pi—p)
ponto p é p' = p+=5————, em que a posicao corrente do ponto é p = (x,y),
igl p(p,pi)
p’ é a nova posicao do ponto p apds a suavizacao, p; é um ponto adjacente ao ponto p
e B é um parametro de controle de intensidade de movimento, definido no intervalo
0 < B8 < 1. A intensidade do movimento pode ser estabelecida de modo que, quanto
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mais 8 é proximo a zero, menos movimento dos vértices da malha ocorre e isso
poderd causar lentidao na definicao da melhor malha para o problema, pois véarios
passos podem ser necessarios até que se tenha a malha desejada. Com § = 1, hd um
movimento total dos vértices dado pela férmula e isso podera causar entrelacamento
de arestas. Os somatdrios sdo considerados sobre todas as n arestas pp;. A funcao
adaptativa de peso p(p, p;) entre os pontos p e p; pode ser considerada como uma
medida da atividade e formas possiveis sao mostradas a seguir.

e Uma abordagem tipica é p(p,p;) = |6(pi) — ¢(p)|, em que ¢(p) e ¢(p;) sdo
valores da solucao corrente nos vértices p e p;, respectivamente. Nesse caso,
as intensidades dos movimentos sao consideradas localmente e regides com
variagoes distintas podem ter movimentos de vértices com intensidades simi-
lares.

e Uma abordagem é mostrada por Thompson e Weatherhill [T43 subsegéo

1.4.5.2], em que p(p,p;) = X‘%

necessario estabelecer também o parametro Y.

, para 0 < x < 1. Nessa abordagem, é

e Com o intuito de evitar possiveis distorgoes de sucessivas iteracoes, Taubin
[137, [I38] propods utilizar p(p, p;) = |¢(p;) — d(p)| e combinar duas suavizagoes

n

> p(p.pi)(pi—p)
sucessivas: p' = p+ ANpe p” = p — pAp, em que Ap = =
e os parametros quantificadores do movimento satisfazem 0 < A < u. Esse
esquema é chamado de suaviza¢do A/u. Taubin, Shang e Golub [I39] analisa-
ram as propriedades desse esquema e mostraram como minimizar seu tempo de
execucao. Kobbelt e colaboradores [81] propuseram utilizar a fungédo A/u de
Taubin [137,138] com A = p = 1, intitulando-a como suavizagao bi-laplaciana.

e Uma variagio simplificada é p’ = p + ﬁ Z:l(pz —=p) - |6(pi) — ¢(p)], em

que (A@)maz ¢ a variacio maxima de |¢(p;) — #(p;)| ao considerar todos as
arestas da malha. Nessa abordagem, tem-se a vantagem de movimentar os
vértices considerando-se uma medida de erro global, com a desvantagem de se
ter que encontrar a variagdo maxima de toda a malha. Gonzaga de Oliveira,
Oliveira e Chagas [71] mostraram que essa variagdo pode ser melhor que as
quatro primeiras opgoes. Isso porque o movimento é proporcional a variagao
local da regiao, isto é, regioes com mais variagao na solucao tém vértices
movimentados com mais intensidade e regides com menos variacao na solugao
tém vértices movimentados com menos intensidade.

A suavizacao laplaciana, geralmente, funciona bem em triangulacées, mas néao
é confidvel para tetraedros, quadrildteros e hexaedros [32, p. 28]. Cheng, Dey e
Shewchuk [32], p. 28] também explicam que suavizadores baseados em otimizagao e
mais sofisticados que a suavizagao laplaciana comegaram a ser publicados na década
de 1990 [28]. Apesar de ser um procedimento mais lento que a suavizagao laplaciana,
suavizacoes melhores sao obtidas pelo algoritmo de Freitag, Jones e Plassmann
[53 541 55]. Em vez de movimentar o ponto para o baricentro do poligono formado
pelos vértices adjacentes do ponto, o método baseado em otimizagao desses autores
computa, para cada ponto de Steiner, uma nova posi¢ao que maximiza o angulo
minimo em tridngulos adjacentes. Os autores utilizaram um método de descida mais
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acentuadaﬂ para resolver o problema da posi¢ao étima do ponto. Em termos simples,
métodos de descida mais acentuada (steepest descent, ou ascent se o problema for
de maximizagao) é uma classe de algoritmos em que a diregao tomada (o oposto do
gradiente no método original) é descendente, em busca de um minimo local, a partir
de uma posicao inicial arbitraria. Em mais detalhes, utiliza-se zy1 = z; + Ag, tal
como explicado a seguir.

e A fungéo que se quer minimizar (min{f(x): z € R"}) f: R" — R" estd em
Cc*.

e O tamanho do passo A deve ser um valor pequeno e é dependente de f(x).

e O vetor g indica a direcao a ser tomada e é escolhido em direcao a um
ponto de minimizacao a partir de uma posicao inicial. O vetor g é sujeito
a min{Vf(z)d : ||d|| = 1}, em que ||d|| é a norma do vetor d. Quando
a norma euclidiana é utilizada, obtém-se o algoritmo original, que move na
direcao oposta do gradiente, ou seja, d = —”%8“. Nenhum vetor de diregao
é solicitado para Vf(z) = 0: o algoritmo para quando alcan¢a um ponto

estacionario, ou seja, V f(x) = 0 [118].

Métodos de descida mais acentuada sao algoritmos de primeira ordem porque
utilizam apenas a derivada primeira da fungao. Por sua vez, ao utilizar programagao
linear generalizada, Amenta Bern e Eppstein [2] mostraram resolugdo em tempo
linear para o problema de movimento de vértices em malhas irregulares triangulares,
de quadrilateros e de tetraedros para otimizar formatos de elementos adjacentes.

2.4 Aumento na ordem dos polinéomios das fungoes
de forma

Com o aumento na ordem dos polinémios das funcoes de forma, o método de solugao
é alterado para uma aproximacao de ordem superior nas regioes com erro ou gra-
diente relativamente grande na solugao. Isso aumenta a precisao global, mas sem
alterar a distribuicao geométrica. Essa abordagem é utilizada no método dos ele-
mentos finitos.

As vantagens dessa abordagem sao que a distribuicao de pontos e os graus de
liberdade nao sao alterados. Consequentemente, nao ha piora na qualidade da
malha e os custos computacional e de armazenamento da aproximagao na nova
malha ndo aumentam em relacdo aos custos da aproximacao da malha corrente. A
desvantagem é que a aplicacao dessa abordagem pode ser mais complicada do que
com as outras abordagens comentadas.

O capitulo 22 do livro de Frey e George [50] ¢ inteiramente dedicado & adaptagao
de malhas por métodos que alteram o grau na aproximagao. Os autores também
mostram métodos que unem essa técnica com técnicas de insercao de vértices na
malha.

2.5 QOutros tipos de adaptacao de malhas

Existem vérias operagoes que podem ser realizadas para melhorar a qualidade da
malha. Por exemplo, a troca de arestas, com enfoque na triangulagao de Delaunay,

1 Muitas traducdes para steepest descent method sao utilizadas e a escolhida aqui é método de
descida mais acentuada.
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é abordada na subsegao na pagina

Outra técnica para melhorar a qualidade da malha é o colapso de uma aresta:
arestas de politopos de mé qualidade podem ser excluidas. Se ha politopos de
ma qualidade, por exemplo, contendo dngulo menor que um limite estipulado pelo
usudrio, é realizada uma tentativa de remover esses politopos. Uma forma de se
conseguir isso é por meio do colapso de um dos lados do politopo de ma qualidade,
de forma que seus pontos se tornem coincidentes. Ao examinar um politopo, a
decisao de qual lado deve entrar em colapso é realizada ao se considerar cada lado
do politipo e examinar os politopos adjacentes que existiriam se uma aresta em
particular fosse removida. A configuracao escolhida pode ser a que tiver o maior
angulo minimo [143], subsec¢ao 35.3.1.3]. Note que a troca e o colapso de arestas nao
aumentam o numero de vértices, nao movem os vértices, e nao aumentam a ordem
dos polinémios.

2.6 Notas bibliograficas

Uma fonte excelente, em diversos aspectos importantes sobre técnicas de adaptagao
de malhas, nao abrangidos neste texto, é o livro Handbook of Grid Generation,
editado por Thompson, Soni e Weatherhill [T43]. Outras fontes 6timas sobre o
assunto sdo os livros Mesh Generation, application to Finite Elements de Frey e
George [56] e Delaunay Mesh Generation de Cheng, Dey e Shewchuk [32].

2.7 Exercicios

1. Explique os seguintes conceitos geométricos ou operagoes.

(a) Circuncirculo:
Circuncentro:
Circunraio:

Baricentro de um triangulo:

Mediana de um triangulo:

)

)

)

) Bissecao de um tridngulo:

)

) Mediatriz da aresta de um tridngulo:

2. Explique o que sao erros de discretizagao.

3. Explique o que é refinamento adaptativo de malhas.

4. Quais as vantagens do movimento de vértices em relagao a inserir novos
vértices na malha.

5. Explique o que é simplificagao local em uma malha computacional.

6. Explique para que é utilizada a suavizagao laplaciana.



28

Técnicas para adaptacao de malhas



Capitulo 3

Meétricas de avaliacao da
qualidade de triangulos

3.1 Introducao

Um malha gerada com pontos regularmente espacados, frequentemente, é satis-
fatéria em geometrias simples. No entanto, politopos de ma qualidade podem
aparecer em dominios com configuragoes complexas ou em situagoes em que ha
a necessidade de se utilizar politopos que podem ser modificados.

Uma forma de se considerar a qualidade de um politopo é analisar seus angulos.
Por exemplo, politopos podem ser considerados de méa qualidade se possuirem res-
pectivos angulo minimo ou maximo inferior ou superior a alguma tolerancia espe-
cificada.

Politopos com angulos préximos a 0° ou 7 sao considerados de mé qualidade.
Na aplicacao de um método numérico, como o método dos elementos finitos, com
malhas com politopos com angulos proximos a 0°, pode-se obter um sistema de
equagdes lineares mal condicionado [32, p. 5]. Sistemas de equagoes lineares com
matrizes com espectro de autovalores ruins afetam os resolutores desses sistemas:
métodos iterativos podem demorar a convergir e erros de arredondamento podem
ser introduzidos em métodos diretos [32, p. 7].

Em malhas com politopos com angulos proximos a m, pode-se obter grandes
erros de interpolacao na aplicagao do método numérico. No método dos elementos
finitos, esses erros levam a erros de discretizacdo, que é, como descrito, a diferencga
entre a aproximagdo computada e a solugdo da equagdo diferencial parcial [32]
p. 5]. Portanto, politopos de mé qualidade podem levar a resolugdes instéveis e
aproximagoes imprecisas.

Com isso, a avaliacao da qualidade de malhas é um requisito importante, tanto
na escolha de uma malha de elementos finitos ou de volumes finitos, quanto em
malhas que foram submetidas a adaptacao. Logo, é importante satisfazer restrigoes
geométricas no formato dos politopos. Como descrito, é geralmente exigido satis-
fazer uma condi¢ao de angulo minimo ou maximo em um triangulacao. Por outro
lado, a restrigao de angulo minimo pode ser reformulada, como exemplo, de forma
que o circulo inscrito do triangulo nao deva ser muito pequeno e essa condigao pode
ser estendida para dimensoes maiores [111].

Varias métricas de qualidade de politopos tém sido propostas, baseadas em
relagoes dimensionais de diversas parametrizagoes geométricas, em que exemplos po-
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dem ser encontrados nos artigos de Baker [7], Parthasarathy, Graichen e Hathaway
[109] e no livro de Frey e George [50].

Por sua vez, Pébay e Baker [I11] 1T2] apresentaram andlises de diversas métricas
de qualidade de tridngulos. Pébay e Baker [I11 112] também consideraram as
métricas de qualidade de triangulos mais comumente utilizadas, forneceram provas
de suas propriedades e examinaram seus comportamentos assintéticos. O obje-
tivo dos autores foi provar varios resultados tteis sobre métricas de qualidade de
triangulos que podem levar a uma avaliacao adequada tanto de triangulagoes pla-
nares quanto de superficies triangulares.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na secao[3.2] sao apresenta-
dos conceitos basicos sobre triangulos. Em seguida, hd uma descricao de métricas
de qualidade apresentadas por Pébay e Baker [I11] [I12], por Frey e George [56,
p. 596-598] e por Cheng, Dey e Shewchuk [32, p. 26-27]. Na secao [3.3] sdo apre-
sentadas métricas de qualidade de triangulos e de tetraedros baseadas na drea do
politopo. Na segao[3.4] apresenta-se uma métrica de qualidade por meio dos angulos
extremos (maior e menor) do tridngulo, com uma andalise sobre o menor e o maior
angulos. Na secao [3.5] é apresentada uma métrica de qualidade de triangulos ba-
seada na razao entre os raios das circunferéncias circunscrita (circunraio) e inscrita
(inrario) do tridngulo. Na secdo sao apresentadas métricas de qualidade de
triangulos baseadas na razao entre as arestas extremas do triangulo. Na se¢ao |3.7]
sao apresentadas métricas de qualidade de tridangulos baseadas na razao entre o
raio do circuncirculo (circunraio) e arestas extremas do tridngulo. Na se¢ao sao
apresentadas métricas de qualidade de triangulo baseadas na razao entre as arestas
extremas e o raio da circunferéncia inscrita (inrario) do tridngulo. Pode-se consi-
derar que as métricas de avaliacdo da qualidade de tridngulos nao abordadas neste
texto sdo menos utilizadas que as demais. Para finalizar este capitulo, na segdo
sao apresentadas consideracoes finais sobre o assunto, com uma tabela com os
resumos das propriedades de métricas de qualidade abordadas.

3.2 Notacoes e conceitos basicos

Um politopo é considerado degenerado se seu volume é zero [I11], [112]. Considere
um triangulo nao degenerado t = Aabe, como mostrado na figura [3.1] com drea a
e os comprimentos das arestas sdo representados por Iy = ||b —c||, la = ||c — al| e
I3 = |la — b||. Os angulos nos vértices a, b e ¢ sdo «, S e v, respectivamente. Os
raios da circunferéncia inscrita (inraio) e do circuncirculo (circunraio) de ¢ sao r
e R, respectivamente. Sao utilizadas as seguintes notagdes como normas padroes:
[tlo = min(ly,12,13), |t|eo = max(ly,l2,13), g = min(a, 8,7) e O = max(a, 8,7).

Sao utilizados resultados de geometria elementar sem provas. Em particular,
pela lei dos senos, utiliza-se

2R:ll'12'13: ll _ l2 _ l3 7
2a sen « sen 8 sen vy

(3.2.1)

em que

a=rs=1/s(s —11)(s — la)(s — I3), (3.2.2)

com o lado direito dado pela féormula de Heron. O semiperimetro s é definido a
seguir.
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Figura 3.1: Aabc: o raio da circunferéncia inscrita (inraio) é r e o raio do circuncirculo
(circunraio) é R.

Defini¢cao 3.1 (semiperimetro de tridngulo). O semiperimetro de um triangulo,
cujos comprimentos das arestas sao ly, ls el3, €

lh+1l+1;3
§=— =<

5 (3.2.3)

3.3 Meétricas relacionadas com a area do politopo

A seguir, sdo citadas algumas métricas para a avaliagao da qualidade de triangulos
baseadas na area ou volume do triangulo ou tetraedro, respectivamente.

e Uma forma de determinacao da qualidade de um triangulo ¢ foi proposta
por Bank e colaboradores [9] 8] ao considerar uma razao entre a drea e as
arestas do triangulo. Essa métrica é definida como b = 4\/§°, em que § =
13+13+13. Especificamente no plano euclidiano, com a = (x1,41), b = (22, y2)
e ¢ = (z3,y3), tem-se 2/a = (z2 — 21)(ys — y1) — (3 — 21)(y2 — y1) para
vértices orientados em sentido anti-horario; caso estejam orientados em sentido
horario, o valor de a serd negativo. A constante 4+/3 é utilizada como fator de
normalizacao, de forma que 0 < b < 1. Em geral, as métricas de avaliagao da
qualidade de triangulos sao normalizadas porque muitos usuarios preferem que
a qualidade de um triangulo equildtero seja 1. Dessa forma, obtém-se b = 1
para um tridngulo equilatero e mais b aproxima-se de zero quanto menor ¢é o
menor angulo do triangulo. H& tridangulos sem ocorréncia de angulos obtusos
para ? <b<1.

_ \/3s V3

Pode-se também utilizar f; = ¥57, em que ¥3 ¢é utilizado como normalizagao

para que seja encontrado o valor 1 para o tridngulo equildtero. Similarmente,

/<6 j2)°
tem-se fo = UQ# em trés dimensoes, em que Vi e l; sao o volume
e o tamanho da aresta ¢ do tetraedro K, respectivamente, e ny, é um fator de
normalizac¢do para que a razao resulte no valor 1 para o tetraedro regular [56,
p. 597]. Em particular, um tetraedro reqular é composto por quatro tridngulos
equilateros.

e Outra métrica de qualidade é f3 = %, em que ? é utilizado como

normalizacao para que seja encontrado o valor 1 para o triangulo equilatero.

max(l1,---,lg)-S
(17 76) K,emqueVKe

Similarmente em trés dimensoes, tem-se f4 = ny Ve
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Sk sao o volume e a soma das areas das faces do tetraedro K, respectivamente,
e ny é um fator de normalizacao para que a razao resulte no valor 1 para o
tetraedro regular [56, p. 596].

4
e Frey e George [50, p. 598] também citam a métrica (:/7’(52)3, em que S; é a
i=1"1
area da face i do tetraedro K.

3
e Frey e George [56, p. 598] também citam a métrica ‘tl‘;';:d, em que |[t|meq é
uma aresta de tamanho médio.

Vi _
. =
1 6 2
6 Z 5
i=1
Vi 7, em que o denominador é a raiz do valor quadrdtico médio (root

/12 2
< l1+‘“+16)
6

mean square), ou valor eficaz, dos comprimentos das seis arestas do tetraedro.

e Por sua vez, Cheng, Dey e Shewchuk [32] p. 27] citam a métrica

Essas métricas no espaco euclidiano tridimensional podem ser uteis, ja que o
custo de computar o circunraio da circunsfera de um tetraedro pode ser alto.

3.4 Angulos extremos

O erro de interpolagdo em limites de erros anteriores [20] em métodos numéricos
aumenta na proporc¢ao em que o menor angulo 6y do tridngulo aproxima-se de zero
[121]. Por outro lado, Gregory [72] indicou que o erro de interpolagdo aumenta na
proporgao em que o maior angulo 6., do tridngulo aproxima-se de m: 6y pode ser
arbitrariamente pequeno se 6., nao é muito préximo a w. Esse limite de erro leva
ao critério de triangulagio minmax [98]: escolhe-se a triangulagdo que minimiza o
maior angulo na triangulagao.

Com isso, um dos meios mais comumente aceitos de métricas para avaliacao
da qualidade de tridngulos é examinar 6y ou 6 [B]. Por defini¢ao desses angulos,
tem-se 0 < 0y < § < 0, pois encontra-se o triangulo equilatero para 0y = 0 = .
Além disso, tem-se

90 < ™ — 90 — 900 < 9007 (344)

que é equivalente a
000 < ™ — 290, 2900 2 ™ — 90. (345)

As inequagoes fornecem os limites de um angulo maximo, dependendo de
um angulo minimo, ou seja,

(veo e }0, gD T _200 <O < — 20, (3.4.6)
Demonstracdo. Seja um triangulo com angulos 0., a e 8. Sabe-se que a soma dos
angulos internos de um tridngulo é igual a 180°, que em radianos, é equivalente a
7. Dessa forma, 0, +60p+a = 7. Logo, @« = m— 60y — 0. Consequentemente, como
se tem por hipétese que 6y é o menor angulo, 6., o maior angulo e 6y < a < O,
entao, tem-se a inequacdo 6y < ™ — 0y — O < O, em que a igualdade dessa
inequagao é satisfeita somente para triangulos equilateros, o que prova a inequagao
Assim, tem-se que 0y < T — 0y — O = O < ™ — 26, 0 que prova a primeira
inequacdo em que ¢ o lado direito da inequagao [3.4.6] Para a primeira parte
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da inequagéom tem-se T — 0y — O <O = m— 0y < 20 = ”‘T‘g" <Oy €, ao
se levar em consideragio o primeiro e o terceiro termos da inequagao [3.4.6] tem-se

T Cm—20p =20 % <m— T = Mobo L 2mom 5 30, <, e as igualdades
dessas inequacoes sao satisfeitas somente para triangulos equildteros. O

As inequagoes e também fornecem (VQOO € [%, 5 D T — 20 < 0y <
m=0=  Portanto, tem-se (Vo € [Z,7[) 0 < 6y < T=f=. Também ¢é til provar
o resultado seguinte, antes de se examinar como as métricas de qualidade mais
comumente utilizadas sao relacionadas a esses angulos extremos. Reproduz-se aqui

o lema e a demonstracao desse lema por Pébay e Baker [112].

Lema 3.1. Os trés angulos de um triangulo nao degenerado sao ordenados na
mesma ordem dos comprimentos de suas respectivas arestas opostas.

Demonstra¢ao. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que [ < lo < I3. Con-
sequentemente, pode-se deduzir, diretamente de que sen o < sen [ < sen
7. Com isso, tem-se a < § e 8 < 7 e a fungao seno é monotonicamente crescente
sobre ]O, g], assim, tem-se a < 5. Em relacao a -y, dois casos podem ocorrer:

1. se o triangulo for agudo, entdao, o mesmo argumento pode ser utilizado;
2. se o triangulo for obtuso ou retangulo, entao, claramente, 8 < .
Portanto, em qualquer caso, tem-se, a < 8 < 7. O

Corolario 3.1. Os tamanhos das arestas opostas aos dngulo 0y e 05 sdo |ty e
|t|oo, TESPECtivamente.

Em particular, o angulo diédrico pode ser considerado para avaliacao da quali-
dade de tetraedros.

3.5 Razoes entre raios das circunferéncias circuns-
crita e inscrita

A relagao de raios é definida pela razao entre R e r, definida por

Ao combinar as inequagoes e obtém-se a expressao para p; em termos

dos angulos dos triangulos p; = QS?HS;Z o f ; _S;’:n“*v.

Demonstracao. Pela equagao sabe-se que 2R = %, l1 = 2R - sen «,
lo =2R-sen (B el3 = 2R -sen . Logo, tem-se que

_ 2R -sena - 2R - sen 3 - 2R - sen vy
N 2a
8R3 - sen o - sen 3 - sen 7y
2a

2R

implica em
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4R? - sena - sen f - sen y
2R B
Pela equagao|3.2.2} obtém-se r = £ e, ao se substituir nessa equagao as equagoes

e obtém-se

a= 2R?* - sen o - sen B - sen 7. (3.5.8)

2R? - sen a-sen [3-sen 7y

r= NP (3.5.9)
2
Pela equagao obtém-se
l1+1lo+13=2R - (sen a+sen § + sen 7). (3.5.10)
Substituindo-se a equagao [3.5.10] na equacao [3.5.9] obtém-se
4R? -sen « - sen 3 - sen 7y 2R -sen «-sen (- sen 1y (3.5.11)
7/! — = . . .
2R - (sen a+ sen 3 + sen ) sen « + sen B + sen
Logo, utilizando-se a equacao |3.5.7, obtém-se
R sen a + sen B + sen vy
p1:2R~sena'senB'sen'y: . . . ’
e T s f s 2 - sen« - sen J - sen vy
O

Ao considerar a < 8 <y e como a + 8+ v = m, entdo, tem-se [26] p. 367)

sen a + sen 8 + sen(a+ f)
2 - sena - senf8 - sen(a+ )
Ainda, ao se considerar os angulos extremos, tem-se

p1 =

sen 0y + sen 0, + sen(fp + 0)
2 - sen fy - sen O - sen(fg + 0o0)

p1=

A métrica py atinge o valor minimo somente para um tridngulo equildtero [I12].
A relagao de raios é normalizada como £+ de forma que um triangulo equildtero
seja 1.

A razao p2 = 1 também pode ser utilizada. Essa métrica abrange o intervalo
]0, %], em que o valor maximo é obtido para um triangulo equildtero. Com isso,
pode ser normalizada como 2ps.

3.6 Razoes entre arestas

Outra abordagem bastante intuitiva é comparar as arestas extremas do triangulo
por meio da razdo de arestas, que é definida como 7 = ||t t‘ﬁf == 9;;’
o lema Assim como p1, 71 é uma métrica adimensional. Além disso, é trivial
ver que 73 > 1 e que a igualdade ocorre se e, somente se, o triangulo é equilatero.
Consequentemente, 7, compartilha da propriedade essencial de p;, de que seu valor

minimo é atingido apenas no tridngulo equilatero.

[tlo __ sen 6g
|tloo — sen O
larmente a 71, 7o também é uma métrica adimensional. Além disso, também é
trivial ver que 0 < 75 < 1 e que a igualdade ocorre se e, somente se, o triangulo
é equilatero. Consequentemente, 7 atinge o valor maximo 1 apenas no triangulo

equilatero. Com isso, quanto menor o valor de 75, pior é a qualidade do tridngulo.

, a0 considerar

Uma métrica baseada na razao m = também é possivel. Simi-
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3.7 Razoes entre raio do circuncirculo e arestas

Considere as razoes w, = % e Wy = % Entao, a equagao e o lema

fornecem

0o 1 0, 1
“i 2. sen 0o - O 2-ser19007w2 2-senfy - 6y 2- sen b, ( )

As métricas w; e wy atingem seus unicos valores minimos nos triangulos
retangulo e equildtero, respectivamente. Com isso, torna-se claro que, exceto para
aplicagoes particulares que requerem angulos retos, w; nao é uma métrica de qua-
lidade no sentido usual de atribuir uma relevancia alta para triangulos equilateros.
Além disso, cada razao é relacionada com somente um angulo extremo. Isso é espe-
cialmente problemdtico para w1, que confunde tridngulo que tem um e, somente um,
angulo préximo de zero com o bom triangulo retangulo. Em particular, o intervalo
de wy é de % = (0,577 a oo para um tridngulo equilatero. Claramente, quanto
menor € we, maior é o menor angulo do tridngulo.

O principal problema com as duas razoes em é o fato que levam em conta
somente uma aresta. Consequentemente, as boas propriedades de simetria de p;
e de 11 sao perdidas. Com o objetivo de se evitar esse problema e obter-se uma
quantidade adimensional, é natural utilizar o perimetro ou o semiperimetro. De
fato, pode-se escrever a métrica

R
v=—. (3.7.13)
s
. o ~ ~ . _ 2R
Em seguida, ao substituir a equagao nessa equagao, obtém-se v = ;=71

Ao substituir a equagao [3.5.10] nessa equagao, obtém-se

2R 1

V:2R-(sena + sen 8 + seny) sena + sen 3 + seny’

que pode ser reescrita em termos de dngulos extremos como [26], p. 367]

1
sen fp + sen 05 + sen(fy + 0x)’

em que o valor minimo é encontrado se e, somente se, o tridngulo equilatero é
avaliado.

3.8 Razoes entre arestas e raio de circulo inscrito

Uma métrica bastante utilizada para avaliacao da qualidade de triangulos para

. . . . t .
estimativas de erros em elementos finitos é + = % Esse valor variade 1 a oo e a
qualidade do triangulo é maior com o valor mais préoximo a 1.

IFrequentemente, em que Pebay e Baker [112] e Frey e George [56, p. 596] sdo exemplos, a

métrica e ¢ chamada de razdo de aspecto (aspect ratio). Entretanto, ndo hd nomenclatura
. r ~ ~

uniforme em relagdo a essa expressdo. Como exemplo, para Cheng, Dey e Shewchuk [32] p. 27],

razao de aspecto é a métrica pa = %, mostrada na segao na pégina Também, é comum

ver a expressdo razao de aspecto associada com a razdo entre os comprimentos de dois lados de

um retangulo. Por isso, essa métrica é referenciada aqui simplesmente como ¢ para evitar possiveis
confusoes.
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Ao considerar a razao w; = T mostrada na secao e a equagao |3.5.11}

obtém-se

R sen @ + sen 8 + sen 7y

L= = .
2R - sen « - sen 3 - sen vy 201 - sen o - sen . sen

w1 sen a + sen 8 + sen 7y 1 ﬂ v

Ao substituir a equagao [3.7.12] nessa equagao e, ao se levar em consideragao o

lema obtém-se

sen @ + sen 8 + sen vy

L=

2 - sen « - sen B - sen vy

1
2- sen vy
sen a + sen S + sen vy

- 1
sen 7y

sen @ + sen 8 + sen vy

- sen « - sen B - sen vy

sen « - sen 3

Em termos de dngulos extremos, tem-se [26] p. 367]

sen 0y + sen 0. + sen(fp + 0)
sen Oy - sen(fp + Oso) ’

Finalmente, sdo comparados os comprimentos das arestas com o raio da circun-
feréncia inscrita (inraio) do triangulo. Das equacdes [3.5.7] e [3.7.13] pode-se obter
R

(=12 = £ = 2. Ao substituir as equagdes [3.2.3| ¢|3.5.11| nessa equagao, obtém-se

@

_ li+1la+13
C_22R-seno¢~sen[3-sen’y'
sen a + sen 3 + sen 7y

Em seguida, ao substituir a equagao [3.5.10] nessa equagao, obtém-se

2R-(sen o + sen 3 + seny) (sen a + sen 8 + sen )2

CZ 2R - sen « - sen f3 - sen v :2-sena-sen . sen v
QSenonrsen,BJrsenv ﬁ v

que em termos de dngulos extremos fica [26, p. 367]

[sen By + sen Oo + sen(f + 0s0)]°
2 - sen By - sen Oy - sen(fp + 0s0)

(=

A métrica ¢ atinge somente um valor minimo: para tridngulos equiléteros [TT1}
112].

3.9 Consideracoes finais

Entre as métricas estudadas, o valor minimo de w; determina que o tridngulo de
melhor qualidade é o triangulo retangulo. A métrica w;, mostrada na segao [3.7
na pagina é a razdo entre o raio circunscrito (circunraio) e a maior aresta do
triangulo.

Pela métrica p,, mostrada na secao [3.5) na pagina o valor maximo 1 deter-
mina o tridngulo equildtero, que é o de melhor qualidade ao avaliar triangulos por
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essa métrica. A métrica py é a razao do inraio pelo circunraio das circunferéncias
inscrita e circunscrita do tridngulo, respectivamente.

Pelas outras seis métricas mostradas na tabela o valor minimo determina
que um triangulo equildtero é o triangulo de melhor qualidade. Mostra-se na tabela
adaptada de Pébay e Baker [I11l [I12], caracteristicas de oito métricas para
avaliacao da qualidade de tridangulos.

Meétrica: Horma. valor para triangulo triangulo
razao razao lizacio de boa ¢ . de refe-
entre ¢ qualidade £=0 L= réncia

7
arestas T = ‘ltllor? - > 1 =9
circunraio e J_R 33, ~3VE | s

semiperimetro s 2 4

raios po p2=1/R 22 EN)

raios py p=R/r p1/2
maior aresta 1 A

| = ‘tloc — ~
e inraio T 2V3 =1
semiperimetro C=: ¢ >1
e inraio N 3V3
. . H
circunraio e Wy = o=
_ 1\t|0 \/3&_)2
menor aresta = 2 sen g
circunraio e w1 = H{"" 9%, ~ > 1 B
maior aresta | = 55—

Tabela 3.1: Valores qualitativos de oito métricas de qualidade para trés categorias de
tridngulos [111l [T12]. S&o utilizadas as notagoes t. =~ € t =~ para representar, respectiva-
mente, dois tipos de tridngulos ndo degenerados, mas de mé qualidade: i) tridngulo que
tem um e, somente um, dngulo préximo de zero; %) tridngulo que tem um angulo préximo
a .

A métrica a ser utilizada é dependente da aplicacao. Caracteristicas possiveis
para se definir qual métrica deve ser utilizada, em geral, sao quais informacoes ja
estao disponiveis no projeto computacional, custos de processamento e de armaze-
namento e facilidades de implementacao e de manutencao do cédigo computacional.

3.10 Notas bibliograficas

Além de detalhes e demonstragoes de varias das métricas de qualidade de triangulos
apresentadas neste texto, Pébay e Baker [I11], 112] apresentam também detalhes
sobre métricas baseadas em normas de matrizes. Os livros Mesh Generation, ap-
plication to Finite Elements de Frey e George [66, p. 596-598] e Delaunay Mesh
Generation de Cheng, Dey e Shewchuk [32] p. 26-27] sdo fontes complementares
sobre métricas de qualidade de triangulos e de tetraedros.

3.11 Exercicios

1. Explique as caracteristicas de um triangulo agudo e de um triangulo obtuso.

2. Explique o que é angulo diédrico.
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10.

11.

. Calcule a métrica w; =

de mé qualidade.

arestas com tamanho 1.

tamanho da aresta é 2.

Métricas de avaliacao da qualidade de triangulos

. Explique o que é fungao monotonicamente crescente.

. Explique por que politopos com angulos préximos a 0° ou 7w sao considerados
. Calcule a métrica b, mostrada na se¢ao [3.3] para um triangulo com as trés

. Calcule a métrica f;, mostrada na se¢ao[3.3] para um tridngulo equildtero cujo

Calcule a métrica f3, mostrada na se¢ao para um triangulo equilatero cujo

tamanho da aresta é 2.

o=
(a) O = 120°.

(b) o triangulo retangulo.

. Calcule a métrica wy = % =

f

(a) Oy = 20°.
(b) 69 = 25°.
(¢) 6y = 30°.
(d) 0, = 32°.
)
)

(
(

R 1
T 2 . sen O

1
2 - sen 6g

o tridngulo retangulo isdsceles.

para:

para:

e) o triangulo equildtero e multiplique o resultado por v/3.

Qual das métricas de avaliacao de qualidade de tridngulos mostradas neste
capitulo é a mais facil de ser compreendida? Por qué?

Qual das métricas de avaliacao de qualidade de triangulos mostradas neste
capitulo é a mais facil de ser calculada? Por qué?



Capitulo 4

Triangulacao de Delaunay e
diagrama de Voronoi

4.1 Introducao

Neste capitulo, abordam-se malhas importantes: a triangulagdo de Delaunay [44]
e o seu dual, o diagrama de Voronoi [I50]. Essas duas estruturas sdo importantes
porque possuem propriedades geométricas desejaveis, em especial, pode-se garantir
a qualidade da malha se os algoritmos adequados sao utilizados.

Tesselagoes de Delaunay sao utilizadas para representar partes do espago
continuo de uma forma que permite a algoritmos numéricos computar caracteristicas
do espago [49]. A popularidade dessas malhas deve-se, principalmente, por pode-
rem ser construidas com baixo custo computacional e por possuirem caracteristicas
geométricas bastante atrativas; por exemplo, o diagrama de Voronoi pode capturar
proximidade. Essas duas malhas sdo aplicadas em diversas dreas. Algumas dessas
dreas sdo citadas na tabela [70].

Area Exemplo de publicacao
Computagao grafica Alliez, Meyer e Desbrun [I]
Projetos industriais Nordin et al. [103]
Aplicagoes médicas Puentes et al. [I19)
Modelagem de materiais compdsitos e porosos Dong e Atluri [47]
Modelagem de objetos deformaveis Busaryev, Dey e Wang [25]
Modelagem molecular Lin, Wang e Zeng [88]
Modelagem de terrenos Tucker et al. [144]
Video games Gyves, Toledo e Rudomin [74]

Tabela 4.1: Algumas das dreas em que a triangulacao de Delaunay é utilizada e exemplos
de publicacoes.

Para a sequéncia deste capitulo, é 1til relembrar alguns conceitos relacionados
a triangulos. Como descrito na subsecao [2.2] na pagina circuncentro é a inter-
seccao das mediatrizes das arestas de um triangulo e é equidistante aos trés vértices
do triangulo. Essa distancia é o raio, ou circunraio, de uma circunferéncia circuns-
crita ao triangulo, isto é, que tange seus vértices. Isso significa que o circuncentro
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é o centro do circuncirculo do triangulo, que é o tnico circulo que passa pelos trés
vértices do triangulo. Em termos simples, a mediatriz de uma aresta é a reta per-
pendicular a essa aresta que passa exatamente no ponto médio da aresta. Portanto,
a mediatriz de uma aresta de um triangulo é a reta que passa pelo ponto médio de
uma aresta do triangulo e pelo circuncentro desse triangulo. Em particular, a ex-
tensao do conceito de circuncirculo do triangulo no espago euclidiano tridimensional
é expressa como circunsfera do tetraedro, isto é, em termos simples, a circunsfera
de um tetraedro é a esfera cuja superficie contém os quatro vértices do tetraedro.

Em uma triangulacao de Delaunay, nao héa vértices internos ao circuncirculo de
cada triangulo. Os vértices e os pontos geradores do diagrama de Voronoi sao os
circuncentros e os vértices dos triangulos da triangulacao de Delaunay, respectiva-
mente. Essas caracteristicas sdo estendidas ao espago tridimensional. A seguir, a
triangulagao de Delaunay e suas propriedades sao apresentadas na secao 4.2/ e o
diagrama de Voronoi é apresentado na secao |4.3

4.2 Triangulacao de Delaunay

Considere a definicao [1.9] (triangulacio de um conjunto de pontos), na pagina[l1]e,
em seguida, a definicao de triangulacao de Delaunay a seguir.

Definicao 4.1. (triangulacio de Delaunay) Uma triangula¢ao T de um conjunto de
pontos V é de Delaunay se qualquer ponto de V ndo consta no interior de qualquer
cincuncirculo de triangulos que compoem T.

Em trés dimensoes, uma tesselagdo de um conjunto de pontos V é de Delaunay
se qualquer ponto de V nao consta no interior de qualquer circunsfera de tetrae-
dros que compoem a tesselagdo. Em mais detalhes, uma triangulagao (tesselacao
no espago tridimensional) de Delaunay (7T'D) para um conjunto de pontos V deve
satisfazer & condi¢do de Delaunay, que é: TD(V) é uma tesselagio de Delaunay,
tal que nenhum ponto de V permanece no interior do circuncirculo (cincunsfera
no espago tridimensional) de qualquer tridngulo (tetraedro no espago tridimensio-
nal) em TD(V). Isso se aplica em dimensdes arbitrarias. Note que convencionou-se
chamar de triangulacao de Delaunay em um dominio bidimensional e tesselagao de
Delaunay quando se referir tanto a um dominio bidimensional quanto tridimensio-
nal.

Nem toda triangulacao é de Delaunay, mas qualquer conjunto de pontos possui
uma triangulagao de Delaunay. Isso é verdade porque uma forma de transformar
uma triangulacao em uma triangulacao de Delaunay é por meio de trocas de arestas,
que sao abordadas na subsecao[d.2.2] A triangulagao de Delaunay produz tridangulos
que sdo, inerentemente, isotrépicos (veja uma explicagdo sobre malhas isotrépicas
na subsecao[L.5.2] na paginal[g). Como exemplo, na figura[d.1] observa-se uma trian-
gulacao de Delaunay para um conjunto de nove pontos. Descrigoes e propriedades
de triangulacoes de Delaunay apresentadas nesta secao também sao encontradas em
Nogueira e Gonzaga de Oliveira [102] 10T, [T00].

A seguir, o conceito de circuncirculos vazios da triangulacao de Delaunay é abor-
dado na subsegao [1:2.1] O conceito de arestas locais da triangulagao de Delaunay
é abordado na subsecao [4.2.2] Propriedades e caracteristicas da triangulacao de
Delaunay sao descritas na subsecao A triangulacao de Delaunay restrita é
abordada na subsecao Algoritmos para a triangulacao de Delaunay sao ci-
tados na subsegao Refinamento de Delaunay é abordado na subsecao [£:2:6
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Figura 4.1: Triangulagao de Delaunay para um conjunto de nove pontos. Nao devem
haver pontos interiores aos circuncirculos dos tridngulos para que seja satisfeita a condigao
de Delaunay. (Figura adaptada de [102].)

Tesselagoes de Delaunay tridimensionais com tetraedros com vértices quase copla-
nares sao abordadas na subsecao A triangulacao de Pitteway é abordada na

subsegao 2.8

4.2.1 Circuncirculos vazios

Nao é 6bvio que o conjunto de arestas de Delaunay de um conjunto de vértices
formard uma triangulagao. Por isso, é utilizada a expressao tridngulo de Delaunay.
Um triangulo é dito ser de Delaunay se e, somente se, seu circuncirculo é vazio.
Essa propriedade é denominada propriedade do circuncirculo vazio. Um circulo é
dito ser wazio, em relagdo a um conjunto V de vértices (ou pontos), se nenhum
vértice de V é interior a esse circulo (aberto).

Como descrito, pela condigdo do circuncirculo vazio, para que ocorra uma tri-
angulagao de Delaunay, é necessario que cada circuncirculo de cada triangulo nao
contenha pontos em seu interior. Na figura [4.2(a)| observa-se um ponto interior
ao circuncirculo do tridangulo Aabec. Na ﬁg observa-se a condigao do
circuncirculo vazio aplicada no tridngulo Aabe sem pontos no interior do triangulo.

A aplicacao prética da condicdo do circuncirculo vazio é escolher as duas com-
binagoes que determinem dois triangulos cuja soma dos angulos minimos seja a
méxima. A seguir, sdo mostradas duas maneiras de implementagao da condi¢ao do
circuncirculo vazio.

1. Soma dos angulos opostos a uma aresta. Considere uma aresta bc comparti-
lhada pelos triangulos Aabc e Abce. Quando realizada a soma dos angulos
opostos a be, digamos o e v, sdo trés as classificacdes possiveis dessa soma,
mostradas a seguir.
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(a) Ndo ha uma triangulacdo (b) Condigdo do circuncirculo (c) Ocorre a triangulacdo de
de Delaunay porque o ponto e vazio aplicada sem pontos no Delaunay: a soma dos angulos
é interior ao circuncirculo do interior no triangulo Aabc; « e 7y é igual a 180°.
tridngulo Aabe: a soma dos logo, ocorre a triangulagao de
angulos « e v é maior que 180°. Delaunay: a soma dos angulos

a e v é menor que 180°.

Figura 4.2: Trés casos de testes de circuncirculo vazio da triangulagao de Delaunay. Note
que deve-se testar se o circuncirculo do tridngulo Abce é vazio para se determinar se ocorre
uma triangulagdo de Delaunay nas imagens do meio e a direita.

e Quando a soma dos angulos « e «y for maior que 180°, nao haverd uma
triangulagao de Delaunay. Essa propriedade é exemplificada na figura
4.2(a)} a soma dos angulos a e  resulta em um angulo maior que 180°.

e Quando a soma dos angulos « e «y for menor que 180°, havera uma
triangulagao de Delaunay. Essa propriedade é exemplificada na figura

4.2(b)} a soma dos angulos « e v é menor que 180°.

e Quando a soma dos angulos « e «y for igual a 180°, os pontos sao cocircu-
lares e haverd uma triangulagao de Delaunay. Esse caso é exemplificado

na figura

2. Resolucgao por determinante. Esse método foi apresentado por Guibas e Stolfi
[73] e baseia-se nas coordenadas dos pontos a, b, ¢ e e, ao se calcular

Ta Ya $2 + yg
T, oy TPt YR
Te  Ye ‘Tg + yg
Te Ye x? + yg

Determinante(a,b,c,e) =

[ = S

Sao trés os resultados possiveis do determinante, mostrados a seguir.

e Determinante(a,b,c,e) > 0: o quarto ponto e é interior ao circuncirculo
do tridngulo Aabe. Nesse caso, ndo ocorre a triangulagdo de Delaunay.

Esse caso é exemplificado na figura [4.3(a)|

e Determinante(a,b,c,e) < 0: o quarto ponto e é exterior ao circuncirculo
do tridngulo Aabe. Nesse caso, ocorre a triangulacdo de Delaunay. Na
figura 4.3(b)l observa-se o ponto e exterior ao circuncirculo do triangulo
Aabe.

e Determinante( a,b,c,e) = 0: o quarto ponto e pertence ao circuncirculo
do tridngulo Aabe. Nesse caso, ocorre a triangulagdo de Delaunay. Esse

caso é observado na figura [4.3(c)|
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(a) Determinante(a,b,c,e) > (b) Determinante(a,b,c,e) < (c) Determinante(a,b,c,e) =
0: o ponto e estd interno 0: o ponto e estd externo 0: os pontos a, b, ¢ e e sdo
ao circuncirculo do tridngulo ao circuncirculo do tridngulo cocirculares e o plano H passa
Aabc e 0 ponto € estd abaixo Aabc e o ponto € estd acima pelos pontos @, b, € € &.

do plano H que passa pelo do plano H que passa pelo

tridngulo Aabe. triangulo Aabe.

Figura 4.3: Exemplos de testes de circuncirculo vazio da triangulagao de Delaunay por
meio do calculo de Determinante(a,b,c,e). Considere @ = (a.,ay, a2 +a§), b= (bz, by, b2 +
bi), ¢ = (Ca,cCy, 2+ ci)7 €= (es,ey, 2+ eg) e H é um plano que passa por a, b, € e, no
terceiro caso, H também passa pelo ponto e. Essas figuras sdo baseadas em Vigneron [149]
[102].

Mais detalhes sobre esse assunto e outras formas de implementacao da condigao
do circuncirculo vazio sdo apresentados por Shewchuk [I32].

4.2.2 Arestas locais de Delaunay

Uma triangulacao é estritamente de Delaunay se todas as arestas que a compoem sao
arestas locais de Delaunay. Ao se referir a uma aresta ser localmente de Delaunay,
significa que apenas os vértices dos triangulos que compartilham a aresta em questao
sao considerados. Uma aresta de Delaunay é local se ao menos uma das duas
situacbes seguintes ocorre [48].

e A aresta pertence somente a um triangulo e a fronteira da triangulagao. Em
particular, um triangulo na fronteira da triangulagao sera sempre um triangulo
de Delaunay. Isso porque o circuncirculo que passa sobre qualquer triangulo
da fronteira da triangulagao nunca conterd um ponto da triangulacao em seu
interior [100]. Isso faz com que tridngulos de mé qualidade possam existir na
fronteira da triangulacao de Delaunay. Qualquer aresta da fronteira de uma
triangulagao é localmente de Delaunay, pois o circuncifculo do tridngulo que
a aresta pertence ¢ vazio, como exemplificado na figura [£.4]

e Uma aresta bc é localmente de Delaunay se é compartilhada por dois
tridngulos, digamos Aabc e Abed, e os pontos d e a ndo estdo no interior
dos circuncirculos dos triangulos Aabc e Abed, respectivamente. A aresta bc
na figura [4.5]é uma aresta local de Delaunay.

Outra possibilidade de se verificar se uma aresta é localmente de Delaunay, é
verificar se existe um circulo vazio que passa pelos vértices da aresta. Isso significa
que a aresta ab é dita ser de Delaunay e estard presente na triangulacdo de Delaunay
se e, somente se, existe um circulo que passa por a e b que é vazio. Esse é o circulo
diametral da aresta. Veja defini¢ao de circulo diametral na definigao na pagina
02
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@ @ (4

Figura 4.4: Exemplo de busca por um circulo vazio de uma aresta na fronteira da
triangulagao. (Figuras extraidas de [106].)

Figura 4.5: A aresta bc é uma aresta local de Delaunay.

Se uma aresta nao é localmente de Delaunay, uma forma de transforma-la em
uma aresta valida para a triangulacao de Delaunay é a troca dessa aresta no qua-
drildtero em que essa aresta faz parte. A troca de arestas é a transformacao to-
poldgica mais simples em uma triangulacao: substitui-se dois triangulos adjacentes
por outros dois triangulos adjacentes.

A troca de arestas é realizada para melhorar a regularidade dos dois triangulos:
ao trocar uma aresta que nao é localmente de Delaunay, o angulo minimo é aumen-
tado, bem como o maior circuncirculo entre os dois triangulos alterados é reduzido.
A conectividade dos dois triangulos é alterada se o dngulo minimo que ocorre nos
dois novos triangulos é maior que o angulo minimo que ocorre nos dois triangulos
originais.

Como exemplo, considere os tridngulos Aabc e Abce na figura a). Para a
realizagao da troca de arestas, verifica-se o quadrilatero formado pelos pontos a, b,
c e e. Se a aresta bc nao é uma aresta local de Delaunay, a aresta bc é trocada
pela aresta ae. Caso a troca nas arestas melhore localmente a triangulacao, a
aresta original é considerada ilegal na triangulacao de Delaunay. Na figura b), é
observado um exemplo de troca de aresta invélida para a triangulacao de Delaunay.
Ao realizar a troca de aresta invalida no quadrildtero, obtém-se uma aresta local
de Delaunay. Embora mais dificil, em trés dimensoes, também é possivel melhorar
a qualidade da malha por meio da implementacao de um procedimento de troca de
arestas.
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e

(a) Nao ha uma triangulagdo de De- (b) Condi¢do do circuncirculo vazio
launay porque o ponto e é interior ao  aplicada sem pontos nos interiores dos
circuncirculo do triangulo Aabe. triangulos Aabe e Aace.

Figura 4.6: Exemplo de troca de arestas na triangulacao de Delaunay: a aresta ilegal
be da figura & esquerda é trocada pela aresta @e. Consequentemente, na figura a direita,
ocorre a maximizacao dos angulos minimos, diminuigao dos circuncirculos e a triangulagao
de Delaunay.

Mostra-se outro exemplo de troca de arestas na figura[d.7] A aresta em vermelho
na imagem a esquerda nao é localmente de Delaunay e é trocada pela aresta em
azul na imagem a direita, obtendo-se uma triangulacao de Delaunay.

Figura 4.7: Exemplo de troca de arestas na triangulacao de Delaunay. H4 um triangulo
que nao satisfaz a condi¢do do circuncirculo vazio na imagem & esquerda e a aresta em
vermelho néo é localmente de Delaunay. Na imagem a direita, a aresta em vermelho da
imagem a esquerda foi trocada pela aresta em azul. Com isso, a aresta em azul é uma
aresta local de Delaunay. (Figuras extraidas de [104].)

4.2.3 Propriedades

Nesta subsecdo, sao apresentadas propriedades [102, [T0T], [T00] e caracteristicas da
triangulagdo de Delaunay. As propriedades sao abordadas sem provas. Algumas
dessas propriedades sdo baseadas em Barth [I0, pdg. 20]. Provas de propriedades
sao apresentadas por Cheng, Dey e Shewchuk [32]. Veja as referéncias citadas para
detalhes sobre cada propriedade.



46 Triangulacao de Delaunay e ao diagrama de Voronoi

Propriedade 4.1. Todo circuncirculo na triangulacao de Delaunay € vazio.
Essa propriedade é descrita em detalhes na subsecao [4.2.1

Propriedade 4.2. Na triangulagao de Delaunay, maximiza-se o angulo minimo de
todo triangulo da triangulagdo [99, (84, [135].

Essa pode ser considerada a principal vantagem da triangulacao de Delaunay.
Essa propriedade pode ser obtida em toda a triangulagao por meio de troca das
arestas invélidas. Essa propriedade é considerada adequada para interpolagao
[86] 152}, [38] principalmente porque o erro de interpolagio em limites de erros ante-
riores em métodos numéricos [20] aumenta na proporgéo em que o menor angulo do
tridngulo aproxima-se de zero [I12I]. Entretanto, essa propriedade ndo é estendida
para um dominio tridimensional [32] p. 85].

Propriedade 4.3. Seja T uma triangulacao. Se todos os triangulos de T sao de
Delaunay, entdo, todas as arestas de T sao de Delaunay, e vice-versa.

Propriedade 4.4. Se todas as arestas de uma triangulacdo sdo localmente de De-
launay, entdo, todas as arestas sao de Delaunay (globalmente).

Propriedade 4.5. Seja ab uma aresta de uma triangulacdo T: ou ab é localmente
de Delaunay, ou ab pode ser trocada no quadrildtero formado pelos dois triangulos
que compartilham a aresta ab e a aresta criada pela troca € localmente de Delaunay.

Essa propriedade foi descrita em detalhes na subsecéo [4.2.2

Propriedade 4.6. Se nao hd aresta invadida em uma triangulacdo de Delaunay,
entao, nao hd circuncentro que caia fora do dominio.

Propriedade 4.7. A triangulagdo de Delaunay possui unicidade, exceto em casos
em que quatro ou mais pontos sdo cocirculares.

Isso significa que, quando houver exatamente quatro pontos no mesmo cir-
cuncirculo, a triangulagao de Delaunay nao é dnica. Para um caso como esse,
as duas triangulagoes possiveis satisfazem a condigao de Delaunay.

Propriedade 4.8. A triangulacdo de Delaunay € uma malha irreqular. Entretanto,
apresenta uma triangulacdo com irregularidade minima.

Veja o artigo de Rippa [121], para detalhes sobre essa propriedade.

Propriedade 4.9. Com a obtencao de triangulos com angulos minimos maximi-
zados, também ocorre a minimizacao dos circuncirculos dos triangulos da trian-
gulagao.

Essa propriedade foi chamada de propriedade do confinamento do circulo minimo
por Barth [I0] pdg. 21]. Essa propriedade é exemplificada na figura Nao
ocorrem triangulacées de Delaunay nas figuras e pois hé triangulos
que nao satisfazem a condicao de circuncirculo vazio. Note nas figuras e
que, apds as trocas de arestas, triangulacoes de Delaunay sio obtidas e os
circuncirculos dos triangulos de Delaunay sao minimizados.

Como nas triangulagoes de Delaunay ha a minimizagdo dos circuncirculos dos
triangulos, consequentemente, os raios maximos dos circuncirculos contidos na tri-
angulacdo também sdo minimizados [36]. Essa caracterizacao foi generalizada para
dimensbes maiores que dois por Rajan [120].



Introducgao a geracao de malhas 47

-
\

\
|
|
/

(a) A condigao do circuncirculo (b) As condigdes (c) A condi¢ao do cir- (d) As condigoes

vazio nao é satisfeita. de circuncirculo cuncirculo vazio ndo é sa- de circuncirculo
vazio sao satisfei- tisfeita. vazio sao satisfei-
tas. tas.

Figura 4.8: Exemplos da propriedade do confinamento do circulo minimo. N&o ocorrem
triangulacoes de Delaunay em (a) e (¢) porque hé tridngulos que nao satisfazem & condicao
do circuncirculo vazio. Ocorrem triangulagdes de Delaunay em (b) e (d) e os circuncirculos
dos tridngulos s@o minimizados apds as trocas das arestas invélidas em ambos os casos.
(Figuras extraidas de [102] [100].)

Propriedade 4.10. Na propriedade do vizinho mais prorimo, tem-se que uma
aresta formada ao se ligar um vértice ao seu vizinho mais prozimo € uma aresta da
triangulacdo de Delaunay.

Essa propriedade faz com que a triangulagao de Delaunay possa ser utilizada
para resolver o problema do vizinho mais préximo. Por outro lado, as arestas do
vizinho mais préximo nao descrevem todas as arestas da triangulacao de Delaunay
10, p. 22].

Propriedade 4.11. Triangulagoes de Delaunay maximizam a média aritmética dos
raios incritos dos tridngulos [82).

Ainda, em uma triangulagdo de Delaunay 6tima, hd uma minimizacao do erro
de interpolacao em relagao a todas as triangulagoes possiveis de serem geradas com
o mesmo nuimero de vértices. Veja o artigo de Chen e Holst [3I], para detalhes
sobre esquemas eficientes para otimizagao de malhas baseadas em triangulagoes de
Delaunay 6timas.

Para finalizar esta subsecao, é vélido mencionar que a triangulagao de Delau-
nay ponderada é uma generalizagao da triangulagao de Delaunay. Cheng, Dey e
Shewchuk [32] p. 43-44] apresentam detalhes sobre a triangulagdo de Delaunay pon-
derada.

4.2.4 Triangulacao de Delaunay restrita

Em uma triangulagao de Delaunay restrita, certas arestas sao descritas a priori,
chamadas de arestas restritas. Essas arestas restritas podem ser os segmentos de
um PSLG, explicado na se¢ao [L.6] na pagina[I0] Uma triangulagao de Delaunay de
um conjunto de pontos V é restrita se e, somente se, para qualquer vértice e que é
interno ao circuncirculo de um tridangulo formado por vértices de V, entao, o vértice
e nao é visivel por, pelo menos, um dos vértices desse tridngulo. Um vértice e nao
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é visivel por um vértice ¢ se, ao tragar um segmento de reta entre os vértices e e
¢, entao, esse segmento de reta intercepta ao menos uma aresta restrita. Na figura
o ponto e nao é visivel pelo vértice ¢ por causa da aresta restrita ba.

e

Figura 4.9: O vértice e ndo é visivel pelo vértice ¢ por causa da aresta restrita ab.

A triangulagdo de Delaunay restrita foi formalizada matematicamente por Lee
e Lin [85]. Esses autores também estenderam, para a triangulagio de Delaunay
restrita, a prova de Lawson [84] de que a triangula¢do de Delaunay maximiza o
angulo minimo.

4.2.5 Algoritmos para a triangulacao de Delaunay

H& uma quantidade enorme de algoritmos eficientes para a geragao da triangulagao
de Delaunay. Diversos desses algoritmos sao abordados ou citados nos capitulos
1, 16 e 20 do livro editado por Thompson, Soni e Weatherhill [T43] e também séo
citados por Nogueira [100].

De acordo com Cheng, Dey e Shewchuk [32] p. 10], provavelmente, o primeiro
algoritmo para a geracao da triangulacao de Delaunay, bem como o primeiro método
de avango de fronteira (advancing front method), foi proposto no artigo de Frede-
rick, Wong e Edge [52]. Segundo Cheng, Dey e Shewchuk [32] p. 10], aparentemente,
os autores nao tinham conhecimento que seu algoritmo gerava a triangulacao de De-
launay restrita. A seguir, como exemplo de algoritmo para geragdo da triangulagao
de Delaunay, o algoritmo de Lawson € descrito, e algoritmos com comportamento
linear sao citados em seguida.

Algoritmo de Lawson

Um dos primeiros algoritmos propostos para triangulagao de Delaunay foi o algo-
ritmo de Lawson [84]. Esse algoritmo é O(n?) para n pontos no plano.

O algoritmo de Lawson é incremental. Algoritmos por inser¢ao incremental sdo
bem simples. Algoritmos projetados por essa técnica inserem um vértice por vez
e a cada insercao sao realizadas operagoes para manter a triangulagao de Delau-
nay. O algoritmo proposto por Lawson [84] provavelmente foi o primeiro algoritmo
incremental para a geracao da triangulacao de Delaunay.

O algoritmo de Lawson é baseado na troca de arestas. A troca de aresta foi
abordada na subsegao [£:2.2] na pégina [43] e exemplificada nas figuras [1.6] e [4.7]
na pagina A partir de uma triangulagao qualquer, realiza-se a troca de arestas
para se obter uma triangulagao de Delaunay no algoritmo de Lawson. Essa trian-
gulagao qualquer deve abranger todo o dominio, de forma que novos vértices a serem
inseridos na triangulagao sempre pertencerao a algum triangulo da triangulagao.
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Trés arestas sao inseridas na triangulagao a cada novo vértice v inserido em um
triangulo Aabc: Ta, vb e Te. Se v ndo pertence ao circuncirculo de nenhum triangulo
da nova triangulacao, as trés novas arestas inseridas sao de Delaunay e obtém-se
uma nova triangulagao de Delaunay. Realiza-se a troca de arestas para cada uma
das trés arestas que nao atende a condicao de Delaunay.

Na figura mostra-se um exemplo da aplicagao do algoritmo de Lawson.
Nesse algoritmo, quando um novo vértice é inserido, o tridngulo que o contém é
encontrado, como exemplificado na figura (a). Entao, trés novas arestas sao
inseridas na triangulagao ao se ligar o novo vértice aos trés vértices desse triangulo,
como exemplificado na ﬁgurab). Desse modo, o triangulo original é substituido
por trés novos triangulos.

6

(b)

(d)

i
et

()

Figura 4.10: Um exemplo de aplicagdo do algoritmo de Lawson.(a) Triangulagdo de
Delaunay inicial e vértice que serd inserido. (b) O novo vértice é ligado aos trés vértices
do tridngulo que o contém. (c¢) Uma aresta que ndo é de Delaunay ¢é detectada. (d) A
troca de arestas é aplicada para remover a aresta que nao é de Delaunay e inserir uma
aresta valida na triangulagdo de Delaunay. (e) Outra aresta que nao satisfaz a condigéo
de Delaunay é encontrada. (f) A troca de arestas é aplicada novamente. A triangulacdo
final é de Delaunay. Os circuncirculos mostrados nas figuras (¢) e (e) sdo utilizados para
mostrar que a condigdo de Delaunay nao foi atendida. (Figuras extraidas de [106].)
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Em seguida, um procedimento, que pode ser recursivo, verifica se as novas arestas
(ou os novos triangulos) sao localmente de Delaunay. Se alguma aresta nao for
localmente de Delaunay, como exemplificado na figura c), entao, a troca de
arestas é aplicada para remover a aresta que nao é de Delaunay e inserir uma aresta
valida na triangulagao de Delaunay, como exemplificado na figura d). Duas
novas arestas (ou tridngulos) devem ser testadas a cada troca de arestas (veja a
figura e)). O procedimento termina quando nao houver mais aresta oposta ao
novo vértice que nao seja de Delaunay (veja a figura [L.10(f)).

Em geral, o algoritmo de Lawson é utilizado para manutengao da triangulagao de
Delaunay, apos a malha ter sofrido adaptacoes. Uma das vantagens do algoritmo
de Lawson é a facilidade de ser implementado. Um pseudocddigo da versao do
algoritmo de Lawson para ser utilizado para a verificacdo ou conversdo de uma
triangulagao para uma triangulagao de Delaunay é mostrado no algoritmo

Algoritmo 1: Lawson.

Entrada: triangulacao 7.
Saida: triangulacao de Delaunay 7.
1 inicio
2 para (cada tridngulo Aabe € T') faga
// condigdo do circuncirculo vazio
// ao considerar Aabd como o
// triangulo que compartilha com o
// triangulo Aabc a aresta invalida ab
3 se (vértice d esta dentro do circuncirculo do triangulo Aabc € T)
entao
‘ Troque ab por cd; // realiza a troca da aresta
fim-se;
fim-para;
retorna T’

fim.

o N o ook

Agora, considere que o vértice p é inserido no tridngulo Aabd. Com isso, as
arestas ap, bp e dp sdo inseridas na triangulacdo 7. Precisa-se verificar se o vértice
p invade os circuncirculos de trés triangulos, formados pelas arestas ab, ad e bd,
respectivamente. Com isso, trés verificacoes sao realizadas, ao executar um proce-
dimento como o mostrado no algoritmo Verifica(p, ab, T), Verifica(p, ad, T) e
Verifica(p, bd, T).

O algoritmo de Bowyer-Watson [19,[I51] é, em geral, mais utilizado que o algorito
de Lawson. Pelo algoritmo de Bowyer-Watson, ao inserir um vértice v na trian-
gulacéo que invade circuncirculo(s) de triangulo(s), os tridngulos com circuncirculos
invadidos sao excluidos e obtém-se um poligono em que v é interno. Com isso, liga-se
v ao vértices desse poligono.

Algoritmos com comportamento linear

Uma revisao em que sao citados 34 algoritmos com comportamento linear para a
geracao da tesselagdo de Delaunay foi apresentado por Gonzaga de Oliveira, No-
gueira e Tavares [70]. Os algoritmos mais rédpidos atualmente sao algoritmos incre-
mentais que utilizam eficientemente a hierarquia de memoria da arquitetura atual
dos sistemas de computagdo [70]. Mais especificamente, a utilizagao eficiente da
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Algoritmo 2: Verifica.

Entrada: vértice p, aresta ab, triangulagao T, em que {Aabp, Aabd, Nade,
Abdf} CT.
Saida: triangulacao de Delaunay T.
1 inicio
¢ + Circuncentro(Aabd);
se (||p, ¢|| < TamanhoCircunraio(Aabd)) entao
// o vértice p estd dentro do
// circuncirculo do triadngulo Aabd

4 Troque a aresta ab por pd em T}

5 Verifica(p, ad, T); Verifica(p, bd, T);
6 fim-se;

7 retorna T’

8 fim.

memoria cache é fundamental. Esses algoritmos inserem os pontos em uma deter-
minada sequéncia ao utilizar eficientemente a localidade de meméria. Isso pode ser
obtido ao se utilizar a sequéncia dada por uma curva de preenchimento de espaco.
Trés curvas de preenchimento de espago bem conhecidas sao as curvas de Peano
[110], de Hilbert [76] e de Sierpiriski [134]. Como exemplos, a curva de Hilbert foi
utilizada por Liu e Snoeyink [90] e as curvas de Peano, de Hilbert e de Sierpiriski
foram utilizadas por Schrijvers, van Bommel e Buchin [127, [128], no projeto de
algoritmos com comportamento linear para a geracao da tesselacao de Delaunay.

Outra sequéncia de insercao adequada pode ser obtida ao se utilizar uma estru-
tura de dados, como a kd-tree [12]. Especificamente, Liu, Yan e Lo [89] propuseram
um algoritmo incremental para a geragao da tesselagao de Delaunay tridimensional,
em que a insercao é realizada na sequéncia dada por uma variacao da kd-tree. A
kd-tree é uma arvore k-dimensional, ou seja, é uma generalizacao da arvore binéria
de busca. A cada nivel de uma kd-tree, é utilizada uma das coordenadas como
indice. A alteragao na kd-tree proposta por Liu, Yan e Lo [89] é que, a cada rami-
ficagdo da arvore, a coordenada utilizada é aquela que tiver a maior diferenca em
uma coordenada entre os pontos em consideracao.

Por sua vez, Lo [91] propds um algoritmo incremental para a geracao da tri-
angulagao de Delaunay em que a insercao é realizada na sequéncia dada por um
esquema multi-grid. Em particular, as simulagdes apresentadas por Lo [91] foram
com até 100 milhoes de pontos bidimensionais.

E importante ser mencionado que o procedimento para encontrar o politopo que
contém o novo vértice inserido na tesselacao deve apresentar baixo custo compu-
tacional. O walking procedure é uma implementagao padrao em algoritmos para a
geragao da tesselagao de Delaunay. Para detalhes sobre esse assunto, veja a segao
5.5 de Cheng, Dey e Shewchuk [32]. Em particular, muitas aplica¢oes utilizam a
biblioteca CGAL [140] para implementar algoritmos geométricos.

Como descrito, os algoritmos incrementais tém alcancado os melhores resul-
tados atualmente entre os algoritmos com comportamento linear para a geragao
da triangulacao de Delaunay. Por outro lado, outra técnica muito utilizada no
projeto de algoritmos para a geracao da triangulacao de Delaunay é a divisao e
conquista. Provavelmente, ha centenas de algoritmos por divisao e conquista para a
geracao da triangulagao de Delaunay. Um exemplo de algoritmo recente por divisao
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e conquista, com comportamento linear, para a geragao da tesselagao de Delaunay
tridimensional, é o algoritmo proposto por Yang, Choi e Jung [I54].

4.2.6 Refinamento de Delaunay

Uma triangulagao de Delaunay pode ser refinada e a qualidade da malha deve ser
mantida. Refinamento de Delaunay é a nogao de se manter uma triangulacao de
Delaunay ao se inserir vértices em posigoes determinadas pela prépria triangulagao.
As vantagens de algoritmos para refinamento de Delaunay sdo que as proprie-
dades da triangulacao de Delaunay sao mantidas e que sao projetados para terem
garantias mateméticas, isto é, sempre geram uma malha vélida [32] p. 11]. Nesta
subsecao, dois algoritmos para o refinamento de Delaunay sao abordados: algo-
ritmo de Ruppert [124] 125, [126] e algoritmo de Ungor [145, [146], que podem ser
considerados dos melhores algoritmos para refinamento de Delaunay [65].

Algoritmo de Ruppert

O algoritmo de Ruppert [126] garante que todos os triangulos pertencentes & tri-
angulacao terao angulos entre o e m — 2, de forma que a pode ser um angulo
méximo de, aproximadamente, 20,7°. Ao se inserir um vértice na triangulagio,
duas posicoes sao possiveis: inserir o ponto médio de uma aresta ou inserir o cin-
cuncentro do circuncirculo de um triangulo.

Um algoritmo para a geracao da triangulagdo de Delaunay pode utilizar uma
métrica de qualidade. Uma dessas métricas de qualidade é wy = %, mostrada na
se¢ao [3.7} na pégina [B5] que é a razdo entre o circunraio R e a menor aresta do
tridngulo [¢]o. E especificado um limite superior para a métrica wy para todos os
tridngulos da triangulacao. Como descrito na se¢do[3.7] a razdo wy de um triangulo
é relacionada com seu menor angulo « pela féormula wy = m Quanto menor
for a razao wo, maior serd o menor angulo « do triangulo. Um limite superior para a
métrica wo garante que nao ha triangulo na malha com angulo menor que arcsenﬁ
[113).

Uma aresta possui infinitos circulos que tangem os vértices dessa aresta, como
exemplo, veja a figura[f.4] Por outro lado, considere a definigao de circulo diametral
a seguir.

Definigao 4.2 (circulo diametral). O circulo diametral de uma aresta ac € o circulo
que passa pelos vértices a e ¢ e o diametro do circulo € o comprimento da aresta ac.

Isso significa que o circulo diametral de uma aresta ac é o circulo com menor
diametro que passa pelos vértices a e ¢. O algoritmo de Ruppert pode receber um
grafo planar de linhas nao curvas (Planar Straight Line Graph - PSLG). Um PSLG
é um conjunto de vértices e seus segmentos. Aqui, segmentos sao arestas que nao
podem ser removidas. Claramente, os segmentos nao se interceptam. Um segmento
é considerado invadido quando um vértice incide dentro de seu circulo diametral.
Um pseudocddigo para o algoritmo de Ruppert [126] é apresentado no algoritmo

Nas situagoes em que o PSLG possui angulos menores que 90°, o algoritmo
tende a formar triAngulos com &ngulos muito agudos. Shewchuk [131] provou que
o algoritmo parard para qualquer entrada com angulos de, no minimo, 60°.

Ruppert [126] provou que o seu algoritmo sempre parard para qualquer a <
20.7°. Todavia, o algoritmo se mostra eficiente para angulos de até, aproximada-
mente, 30°.
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Algoritmo 3: Algoritmo de Ruppert.

um conjunto de segmentos; angulo minimo a; n € N**, em que
n = 3 é utilizado por padrao.

Saida: triangulagdo de Delaunay de TD = (Ty,Ts), com todos os £ > a.

1 inicio

10
11

12
13

14
15
16
17
18
19

// as coordenadas extremas de G = (Ly,Lg) s&o
// identificadas como: Tmin, Ymin> Tmazs Ymaz
Spa’n(G) = max(xmaz — Tminy Ymazx — ymzn)7
// adiciona-se um delimitador (bounding boz)
// D no PSLG (G = (Lv,LS)
Seja D o delimitador de lado n x span(G), e considere que o PSLG
G = (Ly, Lg) esta centralizado em D;
Adicione os quatro segmentos de contorno de D no PSLG G = (Ly, Lg);
Construa a triangulacao de Delaunay inicial TD = (Ty,Ts);
repita
// os circulos diametrais dos segmentos
// s8o verificados e s8o inseridos os
// pontos médios dos segmentos invadidos
enquanto (existe segmento ab € Lg invadido) faga
// insere ponto médio m do segmento
// invadido ab em Ty, e insere as
// arestas ma, mb,md,me em T,
// considerando-se que Aabd, Aabe C TD
InserePontoMédio(ab);
fim-enquanto;
// verifica triangulos com £ < «
enquanto (existe tridngulo Aabd C TD com £ < «) faca
se (o circuncentro ¢ do tridngulo Aabd C T'D invade o segmento
ab € Ts) entao
// insere ponto médio m do
// segmento invadido ab em Ty,
// e insere as arestas ma, mb,md,me em Ty,
// considerando-se que Aabe C TD
InserePontoMédio(ab);
senao
// insere circuncentro c em 7y, e insere
// em Ts trés arestas, com pontos
// terminais em c¢c e com os trés pontos
// do tridngulo em que c é interior
InsereCircuncentro(Aabd);
fim-se;
fim-enquanto;
até (nao hd segmento invadido e nao ocorre £ < «);
retorna TD;

fim.

Entrada: PSLG G = (Ly, Lg), em que Ly é um conjunto de vértices e Lg é
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Mostra-se um exemplo de triangulagao de Delaunay gerada pelo algoritmo de
Ruppert na figura [£.11] em que a entrada foram os segmentos em negrito. Nas figu-
ras e sa0 mostradas triangulacoes de Delaunay geradas pelo algoritmo de
Ruppert. Os angulos minimos sao de 33° nas triangulagoes de Delaunay mostradas
nas figuras [4.11] [4.12] e [4.13]

Figura 4.11: Exemplo de triangulagao de Delaunay gerada pelo algoritmo de Ruppert,
com angulo minimo de 33°. Arestas em negrito representam segmentos do PSLG de
entrada para o algoritmo. (Figura extraida de [106].)

Figura 4.12: Triangulagdo de Delaunay com 6514 vértices e angulo minimo de 33°,
gerada pelo algoritmo de Ruppert. (Figura extraida de [106].)
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Figura 4.13: Triangulacdo de Delaunay com 65859 vértices e angulo minimo de 33°,
gerada pelo algoritmo de Ruppert. (Figura extraida de [107].)

Algoritmo de ﬁngor

Ungor [145] [146] propds um refinamento de Delaunay similar ao algoritmo de Rup-
pert [126]. No algoritmo de Ungor [145, [146], sdo inseridos pontos chamados de
off-centers em vez dos circuncentros, como é realizado no algoritmo de Ruppert.
Considere a métrica wy = %, que é a razao entre o circunraio R e a menor aresta
tlo do tridngulo, mostrada na secio na pagina Se um tridngulo é consi-
derado de mé qualidade ao ser avaliado pela métrica wo, entdo, o algoritmo tenta
inserir o ponto off-center. Caso o off-center invada alguma aresta, entdo, o novo
vértice é inserido no ponto médio dessa aresta em vez do off-center.

Para calcular o off-center, considera-se um triangulo Apgr de méa qualidade.
Considere que a menor aresta e o circuncentro de um triangulo Apgr sao pqg e
co, respectivamente. Se o tridngulo Apgr tem duas arestas menores de mesmo
tamanho, escolhe-se uma delas, arbitrariamente. O off-center ¢; do triangulo Apgr
é o seu circuncentro se o valor da métrica ws calculado no triangulo Apgcy for
menor ou igual a um dado limite w,, em que w, é a métrica wy de um angulo «,
conforme mostrado na figura a). Caso contrério, o off-center ¢, serd o ponto
na mediatriz da aresta pg, dentro do circuncirculo, que faz com que a métrica wo
do triangulo Apge; seja exatamente igual a w,. O circulo que passa pelos vértices
da menor aresta pg, centrado no off-center c1, é chamado de off-circle. O off-circle
com off-center ¢; é mostrado em linha tracejada na figura b).

Como exemplo, considere que um usudrio definiu que todos os angulos da tri-
angulacao tenham angulo minimo « de 30° em sua triangulagao de Delaunay. Por-

tanto, wy, = m = 1. (Claramente, foi escolhido @ = 30° convenientemente
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Figura 4.14: O circuncentro do triangulo Apgr é co. O off-center do triangulo Apgr é
c1, porque a menor aresta do triangulo Apgr é pg. O circuncentro do tridangulo Apgc; é
c2. Se [cicz| < wa|pgl, entdo, ¢1 = co, como mostrado em (a); caso contrdrio, ¢1 # co.
Se |cicz| > wa|pgl, entdo, calcula-se cz de forma que |¢icz| = wa|pg|, como mostrado em
(b). O off-circle do tridngulo Apgr é o circuncirculo do tridngulo Apgr (porque ¢y = ¢1)
em (a), e é mostrado em linha tracejada em (b): off-circle é o circulo que tem como
circuncentro o off-center ¢1 e que passa pela menor aresta pg. As figuras sdo adaptadas
de Ungor [145| [146] [104].

para se obter we = 1.) Considere, novamente, um tridngulo Apgr de ma qualidade,
com menor aresta pqg e circuncentro ¢g. Considere que, ao se inserir um vértice no
circuncentro ¢y do triangulo Apgr, como mostrado na figura a), haveria angulo
do tridngulo menor que 30°. Por isso, em vez de inserir o circuncentro de Apqr,
Ungor definiu que o ponto a ser inserido deveria estar um pouco mais préximo
da aresta pg do que é a distancia do circuncentro ¢y para a aresta pg, de forma
que a métrica wy do novo tridngulo resulte exatamente no valor dado pelo angulo
minimo definido pelo usudrio. Um lugar geométrico adequado para se inserir esse
novo ponto é na mediatriz de pq, claramente, interior ao circuncirculo de Apgr.
Suponha que o usuario escolha inserir o ponto s; mais préximo da aresta pg do que
o cincuncentro ¢g. Suponha que o menor angulo de Apgs; seja, por exemplo, 25°.
Isso faz com que o valor da métrica ws do triangulo Apgs; seja = 1,18. Como o
usuario deseja que o valor da métrica wy do novo tridngulo seja igual a 1, o usuario
desiste de inserir s; e decide inserir um novo ponto s (na mediatriz de pg, dentro
do circuncirculo de Apgr) um pouco mais préximo da aresta pg do que é s; em
relagdo & aresta pq (para que o valor da métrica wy seja menor que 1,18). Suponha
que o menor angulo de Apgs; seja, por exemplo, 27°. Isso faz com que o valor da
métrica wo do tridngulo Apgss seja = 1,1. Com isso, o usudrio também desiste de
inserir ss e decide inserir um novo ponto s3 um pouco mais proximo da aresta pq
do que é so em relagao a aresta pg. Suponha que o menor angulo de Apgss seja,
por exemplo, 29°. Isso faz com que o valor da métrica ws do triangulo Apgss seja
=~ 1,03. Com isso, o usudrio percebe que precisa inserir o novo ponto ainda um
pouco mais préximo da aresta pg para obter o valor ws = 1 do novo triangulo. O
lugar geométrico em que deve inserir o novo ponto para que a métrica ws seja igual
a 1 deve ser exatamente em c1, o ponto chamado de off-center por Ungor.

Ungor [T45], [T46] mostrou que o seu algoritmo possui as mesmas garantias que
o algoritmo de Ruppert. Seus experimentos mostraram que o seu algoritmo in-
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sere aproximadamente 40% menos vértices e as malhas tornam-se 30% menores
em relagao ao numero de politopos em comparagao com algoritmos baseados na
insercao de circuncentros, como o algoritmo de Ruppert. Nas figuras [4.15]| e 4.16
sao mostradas triangulacoes de Delaunay com angulo minimo de 33°, geradas pelo
algoritmo de insercao de off-centers de Ungor.

Figura 4.15: Triangulagao de Delaunay com 5356 vértices, ngulo minimo de 33°, gerada
pelo algoritmo de inser¢ao de off-centers de Ungor. (Figura extraida de [106].)
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Figura 4.16: Triangulagdo de Delaunay e dngulo minimo de 33°, gerada pelo algoritmo
de insercao de off-centers de Ungor.
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Nas figuras sao mostradas triangulagoes de Delaunay com 2316 e
5555 vértices e com angulos minimos de 30° e 32°, respectivamente. Essas trian-
gulagoes de Delaunay foram geradas utilizando-se tanto o refinamento por insergao
de circuncentros de Ruppert quanto o algoritmo de insercéo de off-centers de Ungor.

Figura 4.17: Triangulacao de Delaunay com 2316 vértices e angulo minimo de 30°,
gerada pelos algoritmos de Ruppert e de Ungor.
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Figura 4.18: Triangulagdo de Delaunay com 5555 vértices e angulo minimo de 32°,
gerada pelos algoritmos de Ruppert e de Ungor.
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4.2.7 Tetraedros com vértices quase coplanares

Um sliver é um tetraedro cujos vértices sao quase coplanares e com circunraio
(de sua circunsfera) que ndo é muito maior que sua menor aresta. Ao considerar
|t|op como a menor aresta, r o inraio e R o circunraio da circunsfera de um sliver,
esse tetraedro pode ser considerado de boa qualidade ao ser avaliado pela métrica
woy = %, mostrada na segao na pagina ﬁ; mas é considerado um tetraedro
de mé qualidade ao ser avaliado pela métrica p; = 5, mostrada na segao na
pagina Cheng, Dey e Shewchuk [32 p. 26] explicam que um sliver pode ser
avaliado como wy = ‘t% = % = (0,71, que é um valor préximo do valor ~ 0,61 do
tetraedro regular. Entretanto, sliver pode ser considerado problemético em outras
métricas por causa do seu volume e altitude pequenas, e com angulos diétricos que
podem ser pequenos (préximos a 0°) ou grandes (préximos a 180°).

Slivers podem ser considerados como um dos tipos de tetraedros mais pro-
bleméticos. Se ocorrem slivers em uma tesselagao, a precisao da simulagao numérica
pode ser prejudicada ou a solucao numérica pode nao convergir para a solugao do
problema.

Cavendish, Field e Frey [30] perceberam que slivers sdo frequentes em tesselagoes
de Delaunay (tridimensionais). Talmor [136] percebeu que tesselagoes de Delaunay
possuem slivers mesmo com pontos com espacamentos adequados. Com isso, uma
das principais dificuldades na geracao de malhas tridimensionais é evitar a presenca
de slivers [70]. Cheng, Dey e Shewchuk [32] apresentam detalhes sobre esse assunto
e sobre algoritmos para a geracao de malhas tridimensionais que evitam a presenca
de slivers.

4.2.8 Triangulacao de Pitteway e grafo de Gabriel

As arestas de uma triangulagio de Pitteway [114] de um conjunto de pontos V sao
formadas ao ligar cada vértice ¢ € V' mais préximo de cada ponto p € V, com p # gq.
Esse é um caso especial da triangulagao de Delaunay em que cada aresta interna
cruza uma aresta do diagrama de Voronoi, explicado na secao [4.3] na pagina

Nem todo conjunto de pontos suporta uma triangulagao de Pitteway. Quando
existe, a triangulacao de Pitteway consiste na uniao do fecho convexo com o grafo de
Gabriel [57]. Logo, o grafo de Gabriel é um subgrafo da triangulagdo de Delaunay.
O grafo de Gabriel expressa a nogao de proximidade entre pontos. Forma-se o grafo
de Gabriel ao formar arestas entre pontos p,q € V, em que o circulo diametral
da aresta pg é vazio (veja a definicio na pégina [52)). Grafos de Gabriel sdo
estendidos naturalmente para trés dimensoes. Nesse caso, a condicao do circulo
diametral vazio é substituida pela condigao da circunsfera vazia do triangulo.

Na figura [£:21] observa-se um exemplo da triangulagao de Pitteway. Na figura
observa-se um exemplo em que nao ocorre a triangulagao de Pitteway.

Figura 4.19: Exemplo de triangulacao de Delaunay que nao é uma triangulacao de
Pitteway.
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4.3 Diagrama de Voronoi

O diagrama de Voronoi é um tipo especifico de decomposigao (em regides) de um
espaco. Na sua forma mais tipica, essa decomposicao do espago é determinada pelas
distancias para um conjunto de pontos geradores no espago. Em mais detalhes, o
diagrama de Voronoi no plano euclidiano é o conjunto nao sobreposto de regices R;,
considerando-se que o restante do espaco é delimitado por arestas infinitas. Con-
sidere a seguinte defini¢do de regido de diagrama de Voronoi no espago euclidiano,
que é o caso mais simples e comum.

Definicao 4.3. (regido de diagrama de Voronoi) Seja V. C R* um conjunto de n
pontos geradores p; no espaco euclidiano, para 1 < i < n. Uma regiao de Voronoi
R;, associada ao ponto gerador p;, é o conjunto de todos os pontos em RY que estdo
pelo menos tao prozimos a p; do que a qualquer outro ponto gerador em V, ou seja,
para dimensoes d iguais a 2 ou 3, cada regiao de Voronoi € um conjunto de pontos
Ri={peR: (BpieV)(¥p; € V) llp—pill <llp—pjll, comi#j A1<ij<n}

Para um dado conjunto de pontos geradores V, um diagrama de Voronoi é gerado
de forma que cada ponto gerador possui uma regiao mais proxima associada a esse
ponto gerador do que a qualquer outro ponto gerador. Em mais detalhes, ao gerar
um diagrama de Voronoi, o espago é subdividido em regioes fR;, denominadas regides
de Voronoi, de tal forma que a regiao R; é o espago mais préximo do ponto gerador
p; € V do que a qualquer outro ponto em V.

Em um dominio finito (fechado), as regides dessa tesselacdo decompdem o
dominio em um conjunto de politopos convexos nao sobrepostos em torno de pontos
geradores [I50], que compreendem todo o dominio. Em um dominio finito, a inter-
face entre duas regides de Voronoi, isto é, o conjunto de pontos que delimitam duas
regides de Voronoi adjacentes, é uma aresta e um poligono no espacgo euclidiano
bidimensional e tridimensional, respectivamente.

Conceitos semelhantes aos apresentados por Voronoi também foram abordados
por Descartes ﬂﬂ ao descrever que o sistema solar consiste de vértices e ao mostrar
ilustracoes em que decompoe o espaco em regioes convexas em torno de estrelas. E
possivel que o primeiro a descrever formalmente essas ideias tenha sido Dirichlet [46],
na investigagdo de formas quadréticas positivas. Dirichlet [46] propés um método
em que um determinado dominio poderia ser decomposto, sistematicamente, em
um conjunto de regioes convexas. Por isso, essa estrutura geométrica também é
conhecida como tesselagdo de Dirichlet. No contexto de geografia e meteorologia,
o diagrama de Voronoi é conhecido como poligonos de Thiessen [I41].

O diagrama de Voronoi pode ser lembrado em vérias situacoes na natureza. Por
exemplo, na figura mostra-se parte da casca de um marolo (Annona crassi-

flora).

Figura 4.20: Parte da casca de marolo (Annona crassiflora) e sua similaridade com o
diagrama de Voronoi.
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Um dos primeiros algoritmos propostos para a geracao do diagrama de Voronoi
foi o algoritmo por divisdo e conquista de Shamos e Hoey [130]. Esse algoritmo é
O(n lg n) no pior caso, para n pontos no plano. Outro algoritmo por divisao e
conquista para a geracao do diagrama de Voronoi foi proposto por Bentley, Weide e
Yao [13,[14]. Pode ser que esse tenha sido o primeiro algoritmo com comportamento
linear para a geragao do diagrama de Voronoi.

Brown [22] 23] mostrou como computar um diagrama de Voronoi d-dimensional
ao transformar pontos para o espago d + 1, computar o fecho donvexo dos pontos
transformados e, entao, transformar o fecho convexo do espago d-dimensional. Em
termos simples, um fecho convero de um conjunto de pontos no espago euclidiano
bidimensional é o menor conjunto convexo que contém esse conjunto de pontos (veja
a definicao na pagina . A versao do método de Brown para dimensoes
maiores foi apresentada por Seidel [129].

Também hé correspondéncia entre o diagrama de Voronoi e o eixo medial. Veja
detalhes sobre esse assunto em Nogueira [100], por exemplo.

A seguir, s@o abordadas a dualidade entre o diagrama de Voronoi e a tesselacao
de Delaunay na subsecao O diagrama de poténcia, uma generalizagao do
diagrama de Voronoi, é abordado na subsegao

4.3.1 Dualidade entre diagrama de Voronoi e tesselagao de
Delaunay

Os pontos geradores do diagrama de Voronoi sao os vértices da tesselacao de Delau-
nay. Em um dominio finito, se todos os pares de pontos geradores que tém alguma
interface (aresta no dominio bidimensional e poligono no dominio tridimensional)
de regioes em comum sao unidos por arestas, um conjunto de tridngulos ou de te-
traedros é formado no dominio bidimensional ou tridimensional, respectivamente.
Com isso, o resultado é uma tesselagao de Delaunay do fecho convexo do conjunto
de pontos geradores. Em outras palavras, é obtida uma tesselagao de Delaunay dos
pontos geradores do diagrama de Voronoi se esses pontos geradores, tendo uma in-
terface de regido comum, forem ligados por arestas. Ainda, os vértices do diagrama
de Voronoi séo circuncentros de tridngulos adjacentes (ou centros de esferas que
circundam tetraedros em um dominio tridimensional) da tesselagdo de Delaunay
que contém intersec¢ao com as regides de Voronoi. Isso significa que, em particular
em um dominio bidimensional, ao se considerar que o triangulo Aabc pertence a
uma triangulagao de Delaunay, o centro do circuncirculo do triangulo Aabc corres-
ponde a um vértice do diagrama de Voronoi. Veja um exemplo de triangulacao de
Delaunay na figura [4.21

Por causa dessa dualidade entre o diagrama de Voronoi e a tesselagao de Delau-
nay, o diagrama de Voronoi é definido como uma estrutura dual da tesselacdo de
Delaunay. Dessa maneira, é possivel a transformacao da tesselacdo de Delaunay em
diagrama de Voronoi e vice-versa. Dado o diagrama de Voronoi de um conjunto de
n pontos, a triangulacao de Delaunay pode ser obtida em tempo O(n). O mesmo
ocorre para a transformagao da triangulacao de Delaunay em diagrama de Voronoi.

Como descrito, em um dominio bidimensional, entre poligonos de Voronoi e
triangulos correspondentes da triangulagao de Delaunay que tém intersecao, arestas
da triangulacdo de Delaunay (arestas entre pontos geradores) e arestas do diagrama
de Voronoi formam angulos retos (veja a figura . Logo, uma triangulacao de
Delaunay s6 existe se dois pontos a serem conectados forem pontos terminais de
um segmento de reta perpendicular a uma aresta no diagrama de Voronoi. Uma
consequéncia disso é que a tesselagao resultante é adequada para ser utilizada na



62 Triangulacao de Delaunay e ao diagrama de Voronoi

Figura 4.21: Particao do diagrama de Voronoi em vermelho e a triangulagdo de Delau-
nay corresponde em preto. Os pontos vermelhos sdo os circuncentros dos circuncirculos
dos triangulos de Delaunay, e também sdo vértices das regides de Voronoi. Os pontos
pretos, que sdo os vértices dos tridngulos de Delaunay, também sdo os pontos geradores
do diagrama de Voronoi. (Figura extraida de [107]).

discretizacao de equagoes diferenciais parciais por volumes finitos. Note que utiliza-
se 0 termo tesselagao como sindénimo de malha computacional. Esses conceitos da
tesselagao de Delaunay e do diagrama de Voronoi sao particularmente importantes
para a apliagao do método dos volumes finitos com o diagrama de Voronoi por causa
do teorema da divergéncia. Considere uma aresta ab da triangulacdo de Delaunay,
incidente a pontos de avaliagdo a e b de dois volumes de controle (poligonos de
Voronoi em um dominio bidimensional) R, e Ry, respectivamente. O angulo entre
a aresta ab e a interface (aresta do diagrama de Voronoi em um dominio bidimen-
sional) entre R, e Ry é reto. Com isso, cdlculos de cossenos nao necessitam ser
realizados, e esses calculos ocasionariam acréscimo inerente no erro numeérico. Na
pratica, gera-se a triangulacao de Delaunay e os pontos de avaliagao da aplicagao
do médodo dos volumes finitos sao os préprios vértices da tesselacao de Delaunay,
ou seja, os pontos geradores do diagrama de Voronoi correspondente.

O grau dos vértices geradores da triangulacao de Delaunay pode ser variavel. J&
o grau do vértice gerador do diagrama de Voronoi ¢ fixo, exceto em casos em que
h& uma triangulagao de Delaunay com quatro ou mais pontos cocirculares.

4.3.2 Diagrama de poténcia

O diagrama de Voronoi ponderado é uma generalizacdo do diagrama de Voronoi
e é dual a triangulagdo de Delaunay ponderada. Como é calculada a distancia
no diagrama de Voronoi ponderado é o que o difere do diagrama de Voronoi, em
que é utilizada a distancia euclidiana. Um ponto gerador ¢ é substituido por um
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valor w(c). Isso significa que um ponto gerador ¢ possui um peso no diagrama de
Voronoi ponderado. Com isso, em vez de se avaliar a distancia de um ponto p € R?
para o ponto gerador ¢, como é realizado no diagrama de Voronoi, a distancia
do ponto p é avaliada em funcdo da distancia entre p e ¢ e também de w(c),
no diagrama de Voronoi ponderado [4]. Aurenhammer [4] também explica que a
diferenca da distancia entre p e ¢ por w(c) leva a diagramas cujas instancias planares
podem ser interpretadas como diagramas de Voronoi para circunferéncias, em que
w(c) > 0 é o circunraio da circunferéncia com circuncentro ¢ e a distancia de p para
a circunferéncia é a poténcia de um ponto, definida a seguir.

Definicao 4.4. (poténcia de ponto em relagdo a circunferéncia) A poténcia de um
ponto p, no plano euclidiano, em relacdo a circunferéncia, com circuncentro ¢ e
circunraio R, é ||p —c||> — R?, em que |[p — || € a distancia euclidiana do ponto p
para a circunferéncia.

Dessa forma, o diagrama de Voronoi ponderado é chamado de diagrama de
poténcia. Como exemplo de aplicacao do diagrama de poténcia, ja em 1979, Boots
[1I7] aplicou esse diagrama em Geografia.

Uma forma simples de se entender o diagrama de poténcia é o seguinte. Con-
sidere um conjunto de circunferéncias. Um poligono do diagrama de poténcia é
formado por todos os pontos que estdo mais proximos de uma circunferéncia do
que de todas as outras circunferéncias desse conjunto. Para saber a distancia de
um ponto p para uma circunferéncia, utiliza-se a poténcia do ponto em relagao a
circunferéncia, definida anteriormente.

Se a poténcia do ponto em relacao a uma circunferéncia é positiva, negativa ou
zero significa que o ponto é externo, interno ou pertence a circunferéncia, respecti-
vamente. Considere a seguinte definicao de regido do diagrama de poténcia.

Definicao 4.5. (regido do diagrama de poténcia no plano euclidiano) Seja um
congunto de circunferéncias C = {C1,Ca,--- ,Cy}, em que uma circunferéncia C;
tem circuncentro c; e circunraio R;. Cada regigo do diagrama de poténcia € um
conjunto de pontos P; = {p € R? : (3C; € C)(VC; € C) |lp—¢||* = R? < ||p —
GllP—RZ, comi#j N 1<i,j<n}.

O diagrama de poténcia (ou de Laguerre) é o conjunto néo sobreposto das regioes
P;, com 1 < ¢ < n; considerando-se que o restante do espago é delimitado por arestas
infinitas, no plano euclidiano. A poténcia de um vértice do diagrama de poténcia no
plano euclidiano é a mesma para trés circunferéncias. Em um dominio bidimensional
finito, uma aresta (um poligono em um espaco tridimensional finito) do diagrama de
poténcia é o conjunto de pontos que delimitam duas regices adjacentes do diagrama
de poténcia.

Como descrito, o diagrama de Voronoi é um caso especial do diagrama de
poténcia: no plano euclidiano, se todas as circunferéncias sao congruentes, o di-
agrama de poténcia é o diagrama de Voronoi, em que os circuncentros sao os pontos
geradores. Essas caracteristicas do diagrama de poténcia podem ser estendidas
a dimensdes maiores. Esta subsecdo fornece apenas uma nocao do diagrama de
poténcia. Uma étima fonte para o diagrama de poténcia é o artigo de Aurenham-
mer [4], em que o autor descreve as relagoes do diagrama com fecho convexo e
apresenta algoritmos eficientes para computar o diagrama, entre outros resultados.
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4.4 Notas bibliograficas

Uma fonte excelente, em diversos aspectos importantes de geragao de tesselagoes
de Delaunay, nao abrangidos neste texto, é o livro Delaunay Mesh Generation de
Cheng, Dey e Shewchuk [32]. Os autores descrevem a tesselagdo de Delaunay em
detalhes, bem como fornecem demonstracoes dos conceitos abordados, detalhes de
algoritmos, custos computacionais, bem como detalhes da tesselagao de Delaunay
em trés dimensoes.

4.5 Exercicios

10.

11.

12.

13.
14.

. Explique a condicao de circuncirculos vazios da triangulagao de Delaunay.
. Toda triangulacao é uma triangulagao de Delaunay? Explique.
. O que é uma aresta local de Delaunay?

. Se uma aresta nao é localmente de Delaunay, o que pode ser realizado para

torné-la uma aresta local de Delaunay e qual o algoritmo que pode ser utilizado
nesse caso?

. Sempre existe uma triangulagao de Delaunay para n pontos? Explique.

. O que caracteriza uma triangulagao de Delaunay restrita?

Necessariamente, uma triangulagao de Delaunay restrita é uma triangulagao
de Delaunay? Por qué?

. Altere o algoritmo de Lawson mostrado no algoritmo|[I} na pdgina[50} de forma

que seja utilizado para a geracao da triangulagao de Delaunay e nao somente
para a manutencao da malha.

. Explique quais as aplicagbes de uma curva de preenchimento de espaco no

contexto de malhas computacionais.

Ao identificar um triangulo de mé qualidade, quais os lugares geométricos
possiveis em que um novo vértice sera inserido pelo algoritmo de Ruppert?

Explique por que o diagrama de Voronoi é uma malha dual da triangulagao
de Delaunay.

Fornega uma nocao intuitiva sobre o teorema da divergéncia. Em seguida,
explique as implicacoes de aplicar o teorema da divergéncia no dominio de
Voronoi em um dominio fechado.

Explique o que sao cincunferéncias congruentes.

Por que o diagrama de Voronoi é um caso especial do diagrama de poténcia?



Capitulo 5

Representacoes de malhas
triangulares

5.1 Introducgao

O desenvolvimento de métodos para controlar e ajustar niveis de detalhes de um
conjunto de dados é uma area de pesquisa ativa. Isso ocorre, principalmente, por
causa da crescente necessidade de estudo e visualizacao de detalhes de conjuntos
de dados tridimensionais complexos, tais como em formas geométricas, modelos
geograficos ou campos escalares volumétricos [41].

De Floriani, Kobbelt e Puppo [41] também explicam que muitas aplicagoes exi-
gem operagoes de extragao de dados em tempo real ou, pelo menos, on-line, para
estruturas que, geralmente, possuem geometrias bastante complicadas. Exigéncias
de desempenho e escalabilidade impoem varios desafios no projeto de sistemas dessa
natureza, e o projeto de estruturas de dados adequadas tem um papel importante
nesse contexto. Geralmente, uma melhor qualidade da solugao do problema é direta-
mente proporcional ao custo computacional e, levando-se em conta a escalabilidade,
necessita-se encontrar um equilibrio para que o modelo seja genérico, flexivel, com
boa qualidade de aproximacao a solugao do problema e com baixo custo computaci-
onal e de armazenamento. De forma geral, a escolha da estrutura de dados depende
da aplicagao, do desempenho esperado, tamanho dos dados e das operagoes a serem
realizadas. Em particular, no plano euclidiano, é mais facil lidar com o armaze-
namento de triangulos do que com poligonos mais complexos. Neste capitulo, sao
abordadas estruturas de dados para a representagao de malhas triangulares.

Formas bésicas de armazenamento de grafos sao mostradas na secao A
estrutura de dados winged-edge [11] é descrita na secao A estrutura de dados
DCEL [96] é abordada na segéo Também, é mostrado um grafo especialmente
projetado para a representacao de refinamento adaptativo de malhas triangulares
[69] na segao Finalmente, custos de armazenamento de 10 estruturas de dados
para representacao de malhas triangulares sao mostrados na secao [5.6

5.2 Formas basicas de armazenamento

Como descrito na secao [1.2] uma malha pode ser compreendida como um grafo
nao direcionado. Ainda, grafos e matrizes sao estruturas equivalentes. Com isso,
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formas basicas de armazenamento de matrizes sao abordadas nesta secao. Matri-
zes de adjacéncias e listas de adjacéncias sao comentadas na subsecao Na
subsecao [5.2.2] sdo abordadas formas de armazenamento baseadas no formato CSR
(Compressed Sparse Row). Essas estruturas de dados podem ser utilizadas para
representar quaisquer tipos de malhas.

5.2.1 Matriz de adjacéncias e listas de adjacéncias

Uma forma bédsica de se representar um grafo G = (V, E) é por uma matriz de
adjacéncias. A vantagem dessa forma de armazenamento é o acesso a estrutura de
dados em O(1). Todavia, o custo de armazenamento dessa estrutura de dados é
(0] (|V|2) e isso pode ser um limitador em matrizes de grande porte.

Uma alternativa natural para matrizes de adjacéncias sao as listas de ad-
jacéncias, ja que, tipicamente, as matrizes sao esparsas em simula¢oes numéricas.
Note que um vértice de um grafo em memoria pode representar um politopo da
malha e, com isso, adjacéncias entre vértices do grafo seriam as adjacéncias en-
tre politopos. Essa é uma forma natural de armazenamento em discretizacoes por
volumes finitos, por exemplo. Com listas de adjacéncias [(7], pode-se armazenar
uma lista encadeada simples dos vértices do grafo. Na representacao por listas
de adjacéncias, para cada vértice do grafo, armazena-se a lista de adjacéncias do
vértice. Dessa forma, em um grafo nao direcionado, cada aresta é armazenada duas
vezes, ou seja, uma vez em cada vértice da aresta. Deve-se armazenar o enderego
do vértice inicial e, para se determinar o final da lista encadeada, hd um enderego
nulo no ultimo vértice da lista encadeada. Logo, a lista de adjacéncias primaria
tem |V| 4+ 1 enderegos armazenados. Portanto, essa forma de armazenamento tem
custo 2|A| + |[V]| + 1 = O(]V| + |4|). Vantagens dessa estrutura de dados sdo a
sua simplicidade de implementagao e alteragoes topolégicas na malha sao simples
de serem efetuadas: apenas enderecos de memoria sao alterados para se atualizar
a estrutura de dados. Em geral, o niimero de adjacéncias de um vértice é pequeno
em uma malha; logo, as adjacéncias sao rapidamente determinadas.

O armazenamento de uma malha por listas de adjacéncias é uma forma adequada
se determinados métodos numéricos sao utilizados. Por exemplo, pode-se resolver
um sistema de equacgoes lineares com matriz de grande porte por um método itera-
tivo, como o método dos gradientes conjugados [75] 83]. O método dos gradientes
conjugados é raramente utilizado sem um precondicionador. O precondicionador de
Jacobi é adequado se listas de adjacéncias sao utilizadas. No entanto, os precondi-
cionadores baseados em fatoragao incompleta de Cholesky e fatoragao incompleta
LU sao inviadveis para serem utilizados com listas de adjacéncias. Por isso, formas
de armazenamento baseadas em um esquema matricial sao geralmente utilizadas
com esses precondicionadores.

5.2.2 Formato CSR e variacoes

A seguir, sdo descritos formatos bésicos de se armazenar matrizes, os formatos por

coordenadas, CSR, skyline e CSR-SSS.

Formato por coordenadas

Uma forma bésica de armazenamento que alia vantagens da matriz de adjacéncias
e das listas de adjacéncias é a seguinte. Considere a matriz
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ail 0 ais 0
0 a2 0 a4

az1 0 azsz O
0 ag2 0 ag

A:

Os coeficientes nao nulos da matriz A podem ser armazenados em

A, = [a11,a31, a2, @42, A13, A33, G24, A44)

e os indices das linhas e das colunas em

A;=11,3,2,4,1,3,2,4]

Aj = [17 172a273737474]7

respectivamente. O custo dessa forma de armazenamento é de 3NN,, em que IV,
é o nimero de coeficientes nao nulos da matriz A. Note que pode-se ter qualquer
disposic@o dos coeficientes em A,,, alterando-se A; e A; de acordo com a disposicao
dos coeficientes nao nulos em A,,.

Formato CSR

No formato CSR ou CSC (Compressed Sparse Row/Column, também chamado de
Compressed Row/Column Storage), os coeficientes nao nulos da matriz A sao dis-
postos linha por linha ou coluna por coluna, respectivamente. Dessa forma, no for-
mato CSR, a matriz A é representada por A, = [a11,a13, ags, @24, a31,A33, A42, A44],
A.=11,3,2,4,1,3,2,4] e A; =[1,3,5,7,9], em que A. contém os indices das colu-
nas dos coeficientes nao nulos da matriz A e A; contém os indices de inicio de cada
linha em A, e a entrada A;[n + 1] contém A;[1] + N,. O tamanho de 4,, é N, o
tamanho de A. é N, e o tamanho de A; é n+ 1, em que n é o numero de linhas da
matriz A. Note que os coeficientes de A,, podem ser substituidos por enderecos de
meméria, por exemplo, dos politopos da malha armazenados como objetos em uma
linguagem orientada a objetos.

Formato skyline

Ha diversas variagbes dos formatos CSR e CSC. Uma formato bastante popular
na comunidade de elementos finitos é o formato SSS, chamado de esquema de ar-
mazenamento compacto (Compact Storage Scheme) por Jennings [(9] e de Skyline
Storage Scheme por Felippa [51] ou Symmetric Sparse Skyline [61], também conhe-
cido como armazenamento por envelope, profile ou largura de banda variavel. Para
descrigoes dessas caracteristicas de matrizes, veja o livro de Gonzaga de Oliveira e
Chagas [66].

Considere que a matriz A é simétrica. No formato SSS [5I], armazena-
se a diagonal principal e o envelope da matriz A. O vetor skyline é A, =
[a11, 22, a13, 0, ass, a4, 0, asy] € a i-ésima entrada do vetor de indices indica o coefi-
ciente da diagonal principal da i-ésima linha: A; = [1, 2,5, 8]. Portanto, o tamanho
de A, é o profile da matriz A adicionado do nimero n de linhas da matriz A.
O tamanho de A; é o numero de linhas da matriz A. Na linguagem Fortran, é
conveniente incluir a primeira entrada de A; como zero, obtendo-se A; com n + 1
entradas.
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A grande vantagem do formato skyline é que fill-in recai somente no envelope
da matriz A durante uma decomposi¢ao como a de Cholesky. Para armazenar uma
matriz assimétrica no formato skyline, sao armazenados os envelopes das matrizes
triangular inferior e superior da matriz A.

Como o custo desse armazenamento é dependente do profile da matriz A,
heuristicas para reducoes de profile e da largura de banda da matriz A sao lar-
gamente empregadas nesse contexto. O livro de Gonzaga de Oliveira e Chagas [66]
é inteiramente dedicado a esses assuntos.

Formato CSR-SSS

Para matrizes simétricas, em vez de utilizar o formato CSR, uma escolha natural é
armazenar somente as linhas da matriz triangular inferior. Ainda, um vetor grande
pode ser impeditivo, porque hé a necessidade de alocacao de espaco continuo da
memoria, em vez de espagos distribuidos, como ocorre nas listas de adjacéncias.
Portanto, é conveniente diminuir o vetor de coeficientes do formato CSR ao arma-
zenar os coeficientes da diagonal principal em um vetor separado. Com isso, o vetor
de indices das colunas também ¢é diminuido porque nao é mais necessario arma-
zenar as colunas dos coeficientes da diagonal principal. Esse formato é conhecido
como CSR-SSS: os coeficientes da diagonal principal sao armazenados separada-
mente e os coeficientes nao nulos da matriz triangular inferior sao armazenados
linha a linha, como no formato CSR. Se a matriz A é simétrica, entdo, tem-se
Ag = a1, aze, ass, asq), An = [as1,a42], Ac =[1,2] e A, =[0,0,1,2,2]. O tamanho
de Agq é o nimero n de linhas da matriz A, o tamanho de A; é n+ 1 e ambos, A, e
A, tém o nimero de coeficientes nao nulos da matriz triangular inferior da matriz
A, que é o nimero de arestas do grafo. Como comparacio, listas de adjacéncias
tém custo 2|A| 4+ |V| + 1 e o formato CSR-SSS tem custo 2|A| 4 2|V| + 1.

5.3 Estrutura de dados winged-edge

A estrutura de dados winged-edge foi proposta originalmente para representar poli-
edros com faces poligonais [I1]. A aresta é a entidade central na estrutura de dados
winged-edge. As quatro arestas adjacentes a uma aresta ab sdo armazenadas aos
pares, isto é, uma predecessora e uma sucessora, em duas listas circulares, e as duas
faces incidentes & aresta ab, formam as “asas” da aresta ab, entfo, cada aresta é
“alada”.

Na estrutura de dados winged-edge, as adjacéncias imediatas para entidades
da malha sdo codificadas. A estrutura de dados codifica explicitamente todas as
entidades que formam a malha e codifica a maioria da topologia do politopo. Para
cada aresta ab da malha, a estrutura de dados mantém os indices dos dois vértices
a e b, dos dois poligonos a que a aresta ab pertence, das quatro arestas que sio
adjacentes & aresta ab e também pertencem aos dois poligonos a que a aresta ab
pertence.

Vértices e poligonos também sao codificados. Em uma forma simplificada, pode-
se armagzenar apenas a aresta inicial de cada vértice, além de suas coordenadas.
Em uma forma mais completa, pode-se armazenar, para cada vértice, um ponteiro
para cada aresta incidente ao vértice. Para cada poligono, as arestas do poligono
sao armazenadas em uma lista circular, ao se estabelecer uma aresta inicial. Isso
significa que cada aresta direcionada tem uma aresta direcionada predecessora e
uma aresta direcionada sucessora.
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Ligagoes de arestas mantém uma forma de percorrer a estrutura de dados de
forma eficiente. A estrutura de dados é percorrida pelas arestas de um poligono
ou pelas arestas a que um vértice tem ligacao, em sentido horario ou anti-horario.
Ao supor que o tamanho de um indice é uma unidade e sem levar em consideracao
informacoes geométricas e atributos dependentes da aplicacao, o custo total de
armazenamento dessa estrutura de dados é, aproximadamente, 27n, em que n é o
nimero de vértices na malha [41].

Uma representagao do tetraedro mostrado na figura [5.1] pela estrutura de dados
winged-edge é mostrada a seguir: triangulos, vértices e arestas sao representados nas
Tabelas e respectivamente. A representagao estd em sentido horério, a
partir da parte externa do tetraedro.

A lacb|adc|bed|bda
a aresta| ac | ad | be | bd

Tabela 5.1: Uma repre-
X sentacdo dos triangulos do
tetraedro mostrado na figura
d BIF armazena-se uma aresta
que o tridngulo incide na en-
¥ trada de cada triangulo.

Vértice|aresta

/ a ac
bd

b
c cb
d dc
b Tabela 5.2: Uma repre-

sentagdo dos vértices do te-
traedro mostrado na figura
It armazena-se uma aresta
incidente na entrada de cada
vértice. As coordenadas dos
vértices também sdo arma-
zenadas.

Figura 5.1: Vista superior de um tetraedro para ser re-
presentado pela estrutura de dados winged-edge. Cada um
dos quatro tridngulos do tetraedro possui uma lista circu-
lar de suas arestas. A lista circular do Aabd é mostrada
na parte externa da imagem:.

5.4 Estrutura de dados DCEL

A estrutura de dados Doubly-Connected Edge List (DCEL) [96] é uma versao sim-
plificada da estrutura de dados winged-edge, descrita na se¢ao Apesar do nome,
a estrutura de dados DCEL é mais do que uma simples lista duplamente encadeada
de arestas. Na estrutura de dados DCEL, para cada aresta, indices de duas arestas
adjacentes sao mantidos em sentido anti-horario em relagao ao poligono incidente
a esquerda da aresta. Também sdo armazenados os vértices de origem (de saida) e
destino (de chegada) da aresta (direcionada). Além disso, com a estrutura de dados
DCEL, os elementos a que um vértice tem ligacées podem ser percorridos somente
em sentido anti-horario e a fronteira de poligonos em sentido horario. A estrutura
de dados DCEL tem custo de armazenamento de 21n, em que n é o nimero de
vértices na malha [41].
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Orientagao a
Aresta direita esquerda
winged A aresta A aresta
incidente | pred. | sucessora || incidente | pred. | sucessora
ba bac cb ac abd da bd
ac ach ba cb cad dc ad
cb cba ac ba bed db cd
bd bda ab da dbc cd be
de dca ad ca cdb be db
da dab bd ab adc ca dc

Tabela 5.3: Representagao das arestas do tetraedro mostrado na figura em sentido
horério, a partir da parte externa do tetraedro. Claramente, a aresta ba tem vértices de
saida b e de chegada a. Ponteiros para os vértices de cada aresta também sao armazenados.

Como na estrutura de dados winged-edge, na estrutura de dados DCEL, cada
aresta é representada por duas arestas direcionadas. Cada aresta tem um ponteiro
para a sua aresta direcionada “gémea”, isto é, com direcao oposta. Cada aresta
direcionada é associada com dois poligonos, um a sua esquerda e outro a sua direita,
que sao incidentes a essa aresta.

Informacgoes armazenadas em relacao a vértices sao as mesmas nas estruturas
de dados winged-edge e DCEL. Isso significa que, em relagao ao vértice a, é arma-
zenada somente indice de aresta em que o vértice a é o vértice de origem da aresta.
Em relacao a poligonos, informagoes armazenadas em relagao a vértices podem ser
as mesmas nas estruturas de dados winged-edge e DCEL, isto é, na estrutura de
dados DCEL, armazena-se um ponteiro para uma sé aresta em que esse poligono é
incidente.

5.5 Grafo para representar refinamento adapta-
tivo

Um grafo especialmente projetado para representar o refinamento adaptativo de
malhas triangulares (bidimensionais) nao conformes para discretizagoes de equagoes
diferenciais parciais por volumes finitos foi mostrado por Gonzaga de Oliveira, Kis-
chinhevsky e Tavares [69]. Esse grafo é uma extensao para malhas triangulares do
grafo proposto por Burgarelli, Kischinhevsky e Biezuner [24] para representacao de
refinamento adaptativo de malhas quadrangulares.

Sao fornecidas as relacoes entre triangulos da malha nesse grafo para repre-
sentacdo do refinamento adaptativo de malhas triangulares. Para evitar confusao
entre vértice do grafo e vértice da triangulacao, utiliza-se o termo nodo do grafo
nesta secao. Os triangulos da malha sao representados por nodos do grafo. Dois
nodos sao diretamente conectados se representam dois tridngulos com interface em
comum. Ao se refinar um tridngulo, o tridngulo original é substituido por um novo
subgrafo composto de:

e quatro novos nodos de triangulo que representam os quatro novos triangulos;

e trés nodos de transi¢ao entre nodos de triangulos do grafo que, por sua vez,
representam triangulos com niveis de refinamentos diferentes;
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e as ligagoes entre esses nodos do grafo.

Em um refinamento local de um triangulo, o nodo que representa o triangulo
original é excluido (em meméria), bem como possiveis nodos de transigao desse nodo
de triangulo também sao excluidos. Logo, somente os nodos criados na operacao de
refinamento sao armazenados. Os nodos que representam a triangulagao inicial sao
estabelecidos com nivel zero de refinamento e, com o refinamento local, os niveis de
refinamento dos nodos de triangulos gerados recebem o valor do nivel do nodo de
tridangulo refinado incrementado de uma unidade.

Nodos de transigao conectam triangulos de niveis diferentes no refinamento adap-
tativo da triangulacao. Os nodos de transicao indicam o nivel de refinamento do
triangulo em relagdao a seus triangulos adjacentes. Portanto, nodos de transicao
existem se hé triangulos adjacentes com niveis de refinamento diferentes no refi-
namento adaptativo da triangulacao. Com isso, é possivel ter um nimero menor
de nodos no grafo do que com a propagacao do refinamento adaptativo da trian-
gulagao. Consequentemente, o custo de armazenamento da triangulagao é pequeno.
Claramente, a malha resultante apds o refinamento adaptativo serd nao conforme.
Por isso, como descrito, essa estrutura de dados foi projetada para discretizagoes de
equagoes diferenciais parciais por volumes finitos. Uma adaptacao seria necesséaria
para essa estrutura de dados ser utilizada em discretizagoes de equacoes diferenciais
parciais por elementos finitos, de forma similar & realizada por Brandao, Gonzaga
de Oliveira e Kischinhevsky [21].

O processo de refinamento é exemplificado na figura [5.2l Como descrito, um
nodo de tridngulo do grafo representa um triangulo da malha. Se o triangulo da
malha é refinado, entdo, o nodo de tridngulo que representa o triangulo é subs-
tituido por um subgrafo como exemplificado na figura No subgrafo a direita
na figura ligagoes entre nodos do grafo sdo representadas por linhas e um grafo
direcionado é representado como um grafo nao direcionado em busca de clareza
na apresentagao. Isso significa que uma linha entre nodos do grafo na figura
representa que os nodos apontam-se aos pares. Os nodos de tridngulos apontam
para nodos de transicdo aos pares. Cada nodo de transicdo também aponta para
dois nodos de triangulos no subgrafo. Finalmente, cada nodo do grafo tem trés
ponteiros. Um ponteiro nao utilizado na fronteira do dominio recebe o valor nulo.

Figura 5.2: Com o refinamento adaptativo de um tridngulo, um nodo de triangulo do
grafo que representa o tridngulo da malha é substituido por um subgrafo (a direita). O
oposto é realizado no processo de simplificacdo local. (Figuras extraidas de [69].)

Um exemplo de triangulagao inicial e o grafo correspondente sao mostrados na
figura Nessa figura, os baricentros (veja a defini¢ao na pagina dos
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tridngulos sao representados por circulos pretos e circulos brancos representam as
ligacoes para a fronteira do dominio fechado.

0,1 1,1 _

,0 1,0 —

Figura 5.3: O quadrado unitario como um exemplo de dominio, e as ligagoes do grafo.
Os nodos do grafo representam o nivel de refinamento inicial da triangulagao, isto é, o
refinamento de nivel zero. (Figuras extraidas de [69].)

Aplica-se a subdivisdo 4T-LE de Rivara [122], mostrada na subsecido na
pagina para a subdivisao de um triangulo. Uma malha com um triangulo
subdividido e o grafo resultantes sao mostrados na figura As fronteiras do
dominio fechado sao omitidas nessa figura em busca de clareza na apresentacao.

J

Figura 5.4: Grafo e triangulacdo correspondentes. Constam nodos de triangulos e de
transi¢do no subgrafo identificados com um circulo azul por causa do refinamento adapta-
tivo em um tridngulo da triangulagao, identificado também em azul. (Figuras adaptadas
de [69].)

Ao considerar um nodo de triangulo v com suas ligagbes para os nodos de
triangulos n,, np € n. como mostrado na imagem a esquerda da figura [5.5] ao
refinar o nodo de triangulo v, v é substituido pelos nodos de triangulos vy, vs, vs,
vy € pelos nodos de transicao t1, to, and t3. As ligacoes entre nodos do subgrafo sao
estabelecidas de acordo, incluindo em relacao a ng, ny € ne. Isso é exemplificado na
imagem a direita da figura 5.5

Outro refinamento realizado na triangulagao mostrada na figura [5.4] € mostrado
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n
b. Ny nh_tz

Figura 5.5: O nodo de triangulo v, com ligacGes para os nodos de triangulos ng, ny € ne
na imagem a esquerda € substituido pelos nodos de triangulos v, v2, v3, v4 € pelos nodos
de transicao t1, t2, and t3, mostrados na imagem & direita. (Figuras extraidas de [69].)

na figura Como exemplificado na figura nodos de transicao nao sao ar-
mazenados se hd nodos de tridngulos com os mesmos niveis de refinamento, isto
é, quando nodos de triangulos representam triangulos na malha com interface em
comum.

Figura 5.6: Refinamento de outro tridngulo da triangulagdo mostrada na ﬁgura uma
representagao intermedidria e o grafo final que representa essa nova triangulacao. (Figuras
adaptadas de [69].)

Nas figuras e sao mostrados exemplos de triangulacoes compostas por
tridngulos retangulos isdsceles e escalenos, respectivamente. Ambas as triangulagoes
no quadrado unitario foram representadas pelo grafo descrito.

A seguir, o processo de simplificagdo local é mostrado na subsecao A
ordenagao total dos tridngulos da malha é descrita na subsegao [5.5.2}

5.5.1 Simplificacao local

O processo de refinamento é reversivel, isto é, a operacao de simplificagao local na
triangulagao é permitida. Ainda, sao excluidos os nodos de triangulos em que a
operagao de simplificacao local foi realizada e seus nodos de transicao correspon-
dentes.

H&4 um atributo, em cada nodo do subgrafo composto pelos quatro nodos de
triangulos e seus nodos de transicao correspondentes, criados a partir do refinamento
de um triangulo, que indica que pertencem ao mesmo subgrafo. No processo de
simplificagao local, esse subgrafo é substituido por um nodo de tridngulo e o nivel
de refinamento desse nodo é decrementado de uma unidade, em relacao ao nivel dos
nodos de tridngulos em que a operacgao de simplificacao local foi realizada.

Se um nodo u de triangulo adjacente a esse subgrafo em que a operagao de sim-
plificacao local foi realizada é do mesmo nivel de refinamento do nodo de triangulo
resultante v, ligagOes sao criadas diretamente entre v e u. Caso contrario, nodos
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I 4NN N PN 2 N

Figura 5.7: Exemplo de triangulagdo com 4739 tridngulos retangulos isésceles represen-
tada pelo grafo descrito nesta segao.

oK

Figura 5.8: Exemplo de triangulagao com 2948 triangulos escalenos representada pelo
grafo descrito nesta secao.
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de transicao sao criados para conectar nodos de triangulos com diferentes niveis de
refinamento.

Como exemplo, é mostrada uma operacao de simplificacao local aplicada no
subgrafo identificado por um circulo azul na figura Esse subgrafo é composto
por quatro nodos de triangulos e seus nodos de transigao correspondentes. Esse
subgrafo é substituido por um nodo de triangulo, como exemplificado na figura
A configuracao final da triangulacao é mostrada no grafo a direita da figura
5.10} seguida da representagao intermediaria desse grafo.

Figura 5.9: Grafo e triangulagdo correspondentes. Uma operagao de simplificagao local
é aplicada no subgrafo que representa os tridngulos identificados em azul na imagem a
direita. Esse subgrafo do grafo na imagem & esquerda é identificado por um circulo azul.
(Figuras adaptadas de [69].)

AN

Figura 5.10: Triangulagdo & esquerda e grafo a direita correspondentes. O triangulo
identificado em azul é representado pelos nodos do subgrafo identificado no circulo em azul
do grafo a direita. E realizada a operacao de simplificagdo local no subgrafo identificado
na figura[5.9] o grafo intermediario é mostrado ao meio e a configuragao final do grafo apds
a simplificacdo local é mostrada & direita. (Figuras adaptadas de [69].)

5.5.2 Ordenacao dos triangulos da malha
Considere a seguinte definigao de caminho em um grafo.

Definicao 5.1. (caminho em um grafo) Um caminho é uma sequéncia de vértices
adjacentes e arestas de um grafo G = (V, E), tal que formam um subgrafo conexo
G'=(V',E"), em que V'CV e E' CE.

E comum a tarefa de percorrer todos os politopos de uma malha. Esse problema
pode ser descrito como o problema do caminho hamiltoniano, que é o problema de
encontrar um caminho simples em vértices de um grafo. Em termos simples, um
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caminho é simples se nao ha repeticao de vértices no caminho e um caminho em
um grafo é dito ser hamiltoniano se todos os nodos sao visitados uma sé uma vez.

A particao de tridngulos retangulos pela subdivisao 4T-LE de Rivara [122], mos-
trada na segdo [2.2] na pagina [I8] permite a utilizagdo de uma curva de Sierpinski
modificada para ordenar os nodos de triangulos do grafo. A curva de Sierpinski
modificada tem um baixo custo computacional para ser gerada [I147, [68]. Em par-
ticular, a curva de preenchimento de espago utilizada é uma curva de Pélya [116]
se somente triangulos retangulos isosceles sao utilizados, como exemplificado na fi-
gura 5.7 Em termos simples, uma curva de preenchimento de espago é uma curva
cujo intervalo contém todo o quadrado unitario, ou de uma forma generalizada, o
hipercubo n-dimensional.

A curva de Sierpinski modificada para a ordenagao total dos triangulos da malha
pode ser implementada como uma lista duplamente encadeada. Com isso, somente
atualizagoes locais sao realizadas durante operagoes de refinamento e simplificagao
locais. Exemplos de refinamentos adaptativos sucessivos em que o triangulo é sub-
dividido por bissecao em um dominio quadrangular e ordenacgao pela curva de Si-
erpinski modificada sao mostrados na figura [5.11

Figura 5.11: Subdivisbes sucessivas de triangulos por bisse¢ao. Os triangulos sdo orde-
nados pela curva de Sierpiniski modificada, em vermelho.

Esse esquema permite atualizagao trivial na lista duplamente encadeada para a
ordenagao total dos tridangulos da malha. Como descrito, é aplicada a subdivisao 4T-
LE de Rivara [122] nesse processo. No esquema de refinamento original de Rivara,
o refinamento é propagado em tridngulos adjacentes para se manter a conformidade
da malha. Entretanto, aqui, nao se realiza a propagagao do refinamento ja que a
conformidade da triangulagao nao é exigida.

Uma triangulacao sequencial generalizada, ou uma triangulagdo hamiltoniana,
é uma triangulacao em que ha um conjunto ordenado ¢y, ..., t, de todos os seus n
triangulos de forma que tridngulos consecutivos ¢; e t; 1 compartilham uma aresta.
Cada triangulo em uma triangulagdo hamiltoniana tem uma aresta de entrada e
uma aresta de saida em relagao a ordem hamiltoniana e o conhecimento de todas
essas arestas caracteriza completamente a sequéncia [I47]. Geometricamente, uma
sequéncia triangular generalizada pode ser representada ao se construir um caminho
orientado na discretizagao. Nesse caminho, todos os tridngulos sao percorridos ao
percorrer suas arestas de entrada e de saida.

O problema de encontrar a melhor sequéncia de triangulos de uma triangulacao
é NP-Dificil [50]. Todavia, ao se adicionar novos pontos, é sempre possivel refinar
um tridngulo em uma triangulagdo hamiltoniana [3]. Como tal, o esquema mos-
trado gera uma triangulacao sequencial generalizada desde que o refinamento seja
estritamente local.

Como a subdivisao 4T-LE é aplicada em triangulos retangulos, uma triangulacao
hamiltoniana é obtida e cada atualizagao na lista duplamente encadeada é estri-
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tamente local. Isso segue a atualizagao estritamente local do grafo, gerando ou
eliminando um subgrafo gerado na mesma operagao de refinamento ou de simpli-
ficacao local, respectivamente. Isso significa que somente ligagoes locais da curva
de Sierpinski modificada sdo atualizadas ao criar ou eliminar um subgrafo em uma
operacao de refinamento ou de simplificacao local, respectivamente. Esse processo
de atualizacao das estruturas de dados envolvidas é executado em O(1) porque so-
mente realiza atualizagoes locais no grafo e na curva de Sierpinski modificada (j&
construidos). Com isso, claramente, os tridngulos da triangulagdo sao percorridos
em tempo linear no nimero de triangulos.

Na figura [5.12] mostra-se um exemplo de uma triangulagao representada pelo
grafo apresentado nesta secdo. A triangulacdo é mostrada em azul e a curva de
Sierpinski modificada é mostrada em vermelho. Como descrito, com a triangulacao
inicial composta por triangulos retangulos isésceles, foi utilizada a subdivisao 4T-LE
[122], que divide o tridngulo pelo ponto médio da hipotenusa (claramente, a maior
aresta do tridngulo retangulo). Isso permite ordenar a triangulacdo pela curva de
Sierpinski modificada.

RS2

EANAsiiase
T
&

X A z %

L

X R

Figura 5.12: Uma malha com 12251 triangulos no quadrado unitdrio. A triangulacao,
mostrada em azul, é representada pelo grafo descrito nesta se¢do e a curva de Sierpinski
modificada é mostrada em vermelho.

Por sua vez, ndo é possivel utilizar a curva de Sierpinski modificada no caso da
triangulagao mostrada na figura [5.8] que é composta por triangulos escalenos. Isso
porque, para a curva de Sierpinski modificada ser utilizada, os tridngulos deveriam
ter um padrao de refinamento: sempre serem divididos por um ponto de uma aresta
padrao. Sem subdividir os triangulos pelo ponto médio da maior aresta, a qualidade
dos triangulos pioraria rapidamente. Com isso, a subdivisdo 4T-LE foi aplicada
e, para serem percorridos, novos triangulos foram inseridos ao final de uma lista
encadeada simples. Por isso, foi utilizado o método Cuthill-McKee reverso [60],
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em que a sequéncia é iniciada pelo algoritmo de George-Liu [58| 59], para se obter
localidade de memodria na sequéncia dos triangulos armazenados no grafo. Detalhes
sobre esses e outros algoritmos para fornecer sequéncias de vértices de grafos sao
descritos por Gonzaga de Oliveira e Chagas [66].

5.6 Custos de armazenamento

De Floriani, Kobbelt e Puppo [41] explicam que a estrutura de dados para malhas
triangulares mais comum ¢é conhecida como estrutura de dados indexada: sao man-
tidos trés indices para os vértices em cada tridngulo. O custo dessa estrutura de
dados, sem levar em consideracao informacoes sobre geometria e atributos depen-
dentes da aplicacao, é de, aproximadamente, 6n, em que n é o nimero de vértices
da triangulagao. O custo de armazenamento dessa estrutura de dados é mostrada
na tltima linha da tabela 5.4

Tabela 5.4: Custos de armazenamento de estruturas de dados para geragdo de malhas.

Indices por | Entidade
vértice (%) | primdria
winged-edge [11]

half-edge [93] 27
Doubly-Connected Edge List [96] 91 aresta
de Botsch et al. [1§]
directed edges [27]
indexada com adjacéncias de Lawson [84]

Estrutura de dados

TA [09, 0] 13
Triangle-Segment [42) tridngulo

N [69] 8

indexada 6

A estrutura de dados indexada foi estendida por Lawson [84] para que fosse
possivel ser percorrida pelas arestas ao armazenar as arestas e os trés triangulos
adjacentes de cada tridngulo. Essa estrutura de dados de Lawson [84] é chamada
de estrutura de dados inderada com adjacéncias. Para ser possivel percorrer a es-
trutura de dados de forma eficiente, ou seja, para que seja possivel ser percorrida
também pelos vértices, De Floriani, Kobbelt e Puppo [41] explicam que é conveni-
ente armazenar, em cada vértice da malha, uma ligacao a um dos seus triangulos
incidentes. O custo de armazenamento dessa estrutura de dados estendida, sem levar
em consideragao informacgoes sobre geometria e atributos dependentes da aplicagao,
é de 13n, como mostrado na tabela [5.4]

Na estrutura de dados half-edge [93], sdo codificadas duas cépias da mesma
aresta, orientadas em diregoes opostas. Para cada aresta da malha, sao armazenadas
duas “meia” arestas, e as informagcoes sobre a aresta é dividida entre essas duas
metades. Cada meia aresta armazena o indice para seu vértice de saida (ou de
origem), o indice de sua face F' & esquerda, dois indices de suas arestas predecessora e
sucessora em relacao a face F' e os indices de sua aresta “gémea’”, que tem orientagao
na diregao oposta. Para saber o vértice de chegada (ou de destino) da aresta, deve-
se verificar o vértice de saida da aresta “gémea’. As informacoes armazenadas nos
vértices e faces sao as mesmas que as descritas nas estruturas de dados winged-
edge e DCEL, descritas nas secgoes e respectivamente. Segundo DeFloriani,
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Kobbelt e Puppo [41], o custo de armazenamento da estrutura de dados half-edge
é a mesma da estrutura de dados winged-edge. Campagna, Kobbelt e Seidel [27]
propuseram a estrutura de dados directed edges, que é uma implementagao eficiente
da estrutura de dados half-edge e tem custo de armazenamento de 13n. Botsch e
colaboradores [I8] também publicaram uma implementagéo da estrutura de dados
half-edge, com custo de armazenamento de 21n [27].

A estrutura de dados Triangle-Segment [42] foi proposta para representar trian-
gulacoes gerais. Como descrito por De Floriani e Hui [39], essa estrutura de dados
é uma extensao da estrutura de dados indezada com adjacéncias (IA) [99, 108] e de
trés estruturas de dados baseadas em arestas: partial edge [87]; loop edge-use [95],
que é uma especializagao da estrutura de dados radial edge [153]; directed edges [27].
As especializagoes das estruturas de dados partial edge e loop edge-use sao descritas
em detalhes por De Floriani e Hui [40]. O custo de armazenamento de ambas as
estruturas de dados indexada com adjacéncias (TA) [99, T08] e Triangle-Segment
[42] é de 13n.

Custos de armazenamento de diversas outras estruturas de dados para geracao
de malhas foram apresentadas por De Floriani e colaboradores [41], 42} B9]. Custos
de armazenamento de estruturas de dados que pode ser utilizadas para representar
malhas triangulares (bidimensionais) sdo apresentados na tabela supondo-se que
o tamanho de um indice é uma unidade e sem levar em consideracao informacoes
geométricas e atributos dependentes da aplicagdo. O custo de armazenamento da
estrutura de dados para representar malhas triangulares, mostrada na se¢ao [5.5) na
pagina [70] e representada como [\ na tabela ¢ de 8n [69)].

Na terceira coluna da tabela [5.4] mostra-se a entidade primdria que a estrutura
de dados codifica: aresta ou triangulo. Em geral, as estruturas de dados que codifi-
cam triangulos como entidade priméria tém custo de armazenamento menor que as
estruturas de dados que codificam arestas como entidade priméria. Em particular,
as estruturas de dados Triangle-Segment [42] e N [69] necessitam de 7 e de 8 nodos
da estrutura de dados para cada poligono da malha, respectivamente.

5.7 Notas bibliograficas

Publicada em 2004, a revisdo de De Floriani, Kobbelt e Puppo [41] sobre estruturas
de dados para malhas bidimensionais e tridimensionais ainda é bastante atual. As
estruturas de dados quadtrees e octrees nao foram abordadas neste texto por serem
mais utilizadas com malhas quadrilaterais. Exemplo de texto em que quadtrees sao
explicadas em detalhes é no capitulo 14 do livro Computational Geometry, de Berg
e colaboradores [15]. Também, um exemplo de texto em que métodos baseados em
quadtrees ou em octrees sao explicados em detalhes é no capitulo 5 do livro Mesh
Generation, application to Finite Elements, de Frey e George [50].

5.8 Exercicios

1. Considere uma orientagao em sentido anti-horario do tetraedro mostrado na
figura e mostre a sua representacao pela estrutura de dados winged-edge.

2. Considere o grafo e a triangulagdo mostrados na figura [5.4] e faca o que se
pede.

(a) Realize a subdivisdo do tridngulo do lado direito do tridngulo identificado
em azul e mostre o grafo correspondente.
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(b) Em seguida, realize a subdivisdo do tridngulo imediatamente acima do
triangulo particionado e mostre o grafo correspondente.

(¢) Em seguida, realize a simplifica¢ao do tridngulo refinado em (a) e mostre
o grafo correspondente.

. Explique o que é uma curva de preenchimento de espago.
. Explique a estrutura de dados indexada para representacao de triangulacoes.

. Explique as extensoes realizadas por Lawson [84] na estrutura de dados inde-

xada para representacao de triangulagoes.
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