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Prefacio

Este texto trata de problemas que aparecem no contexto da cadeia de suprimentos
(em inglés supply chain) que envolvem decistes de longo prazo (ex. instalagdo de
facilidades); de médio prazo (ex. atribui¢do de produgédo a fabricas, transporte da
producao das fabricas para armazéns); e de curto prazo (ex. decisdes tomadas sema-
nalmente, ou mesmo diariamente, a respeito da atribuicao de produtos a maquinas
e a programagcao da produgdo ). Em geral, ao se resolver esses problemas deseja-se
utilizar os recursos disponiveis de forma racional buscando um alto indice de sa-
tisfacdo dos clientes a baixo custo. Mais especificamente, neste texto, sao tratados
problemas de planejamento da produgao em que as decisoes a serem tomadas devem
considerar as caracteristicas inerentes do processo produtivo, e que podem envolver
desde a aquisicao das matérias-primas, passando pelo planejamento das atividades
necesséarias para transformar estas em produtos finais, até a entrega dos produtos
aos clientes. Em muitas industrias, tais decisoes sobre as atividades de produgao
estao estreitamente relacionadas a decisoes sobre as quantidades de cada item a
serem produzidas em determinados intervalos de tempo. Na literatura, o problema
de planejamento da producgao envolvendo decisoes sobre quanto e quando produzir
é, em geral, definido como o problema de dimensionamento de lotes (nos textos em
inglés, o termo usado é lot sizing problem). A quantidade a ser produzida em um
intervalo de tempo é chamada lote, dai o nome do problem de dimensionar o lote,
ou seja determinar o tamanho do lote.

Em alguns setores industriais é importante considerar no planejamento da produ-
¢ao tempos e custos de preparagao da linha de producao. Estes valores sao, muitas
vezes, dependentes da ordem em que os produtos sao fabricados. Nestes casos, as
decistes relativas a quantidade a ser produzida podem influenciar diretamente as
decisoes relativas a ordem em que os produtos devem ser fabricados, e vice-versa.
O problema de determinar a ordem, ou sequéncia de produgao respeitando, por
exemplo, datas de entrega dos produtos é conhecido na literatura como problema
de sequenciamento, em inglés scheduling. Estes dois aspectos do problema, dimen-
sionamento de lotes e sequenciamento da producgao, podem ser tratados de forma
independente: em uma etapa é resolvido o problema de dimensionamento dos lo-
tes e, na outra, é resolvido o problema de sequenciamento; ou de forma integrada,
com modelos matemaéticos que capturam simultaneamente as relagoes entre os dois
problemas. Este tltimo é conhecido na literatura como problema integrado de di-
mensionamento e sequenciamento de lotes (lotscheduling, em inglés).

O objetivo deste texto é oferecer um material introdutério para alunos de gra-
duacao e de pés-graduacao sobre modelos matematicos para problemas de plane-
jamento da producao, em particular, para problemas de dimensionamento de lotes
e para problemas integrados de dimensionamento e sequenciamento de lotes. Para
facilitar o entendimento de alguns modelos sao discutidos também alguns problemas
de logistica. Embora sejam apresentados alguns métodos de solucao, o foco deste

xi



xii

texto estd na modelagem dos problemas. No Capitulo 1 sao apresentados concei-
tos basicos de modelagem matemdtica necessarios para um melhor entendimento
dos tépicos contidos nos demais capitulos, e uma breve apresentacao de algumas
ferramentas computacionais. No Capitulo 2 sao discutidos problemas classicos de
logistica que serao usados posteriormente no texto. No Capitulo 3 é apresentado em
detalhes o problema de dimensionamento de lotes considerando algumas de suas va-
riagoes e reformulacoes. No Capitulo 4 considera-se o problema de sequenciamento
da producao, e, no Capitulo 5, sao apresentadas algumas estratégias de modelagem
para a integracao dos problemas de dimensionamento de lotes e de sequenciamento.
Ao final de cada capitulo sao propostos exercicios para fixagao dos conceitos. Al-
guns dos exercicios irao exigir do leitor uma breve pesquisa tomando por base as
referéncias citadas ao longo do texto.

Sao José do Rio Preto, 30 de Junho de 2014.

Silvio Alexandre de Araujo e Socorro Rangel



Capitulo 1

Modelagem matematica:
conceitos basicos

Modelos matematicos podem ser 1iteis na representacao de um grande ntmero de
problemas em diversas dreas da ciéncia. Neste texto nos concentramos na utilizagao
de modelos matematicos que auxiliam a tomada de decisoes relacionadas ao processo
produtivo, que consiste em converter a matéria-prima em produto final entregue ao
cliente e deve ser bem gerenciado para a fim de entregar um produto final com
alta qualidade, dentro do prazo e com o menor custo possivel. Como existe sem-
pre um grande nimero de decisoes possiveis, busca-se dentre elas aquela com o
menor custo. Os modelos mateméticos com essas caracteristicas sdo chamados mo-
delos matematicos de otimizagao. Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos
bésicos de modelagem matematica incluindo algumas discussoes sobre a qualidade
de diferentes modelos para um mesmo problema. Uma breve introducgao a siste-
mas computacionais de modelagem e solugao de problemas também é apresentada.
Partes deste capitulo e do Capitulo 2 foram extraidas do texto [91].

1.1 Construcao de um modelo matematico

Um modelo matematico de otimizagao envolve a representacao de um problema ou
situacao por um conjunto de relagoes matematicas tais como: equagoes, inequagoes,
dependéncias l6gicas e uma ou mais fungoes a serem otimizadas. Para construir um
modelo matematico que represente um determinado problema é necessério identifi-
car inicialmente quais sao os elementos conhecidos, isto é, informagoes associadas ao
que sabemos sobre o problema e quais sao os elementos desconhecidos, informagoes
associadas ao que queremos determinar ao solucionar o problema. Esta fase inicial,
em geral, é realizada de forma conjunta com o pessoal responsavel pela resolugao
do problema, e envolve a compreensao da situagao estudada. Nem sempre a iden-
tificagao destes elementos é imediata, a facilidade de obtengao destas informagoes
depende diretamente do grau de organizagao do setor em estudo. Muitas vezes
é necesséario fazer algumas simplificagoes iniciais da situagdo estudada para me-
lhor representa-la matematicamente. Os elementos conhecidos e desconhecidos sao
importantes para a construgao do modelo mateméatico. Com eles sao definidos os
objetos matemdticos (constantes, incognitas e fungdes) que representam o problema.

Os elementos desconhecidos, em geral associados a decisao a ser tomada com a
solugao do problema, sao modelados em termos de incognitas, que chamaremos de
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variaveis de decisao. Em geral, um grande nimero de valores pode ser atribuido
a estas variaveis e, consequentemente, é necessario definir um critério, ou objetivo,
para selecao da “melhor” alternativa. Em modelos de otimizacao linear, este critério
serd descrito por uma funcao das varidveis de decisdo, que serd chamada de fungao
objetivo. Neste ponto surge a questao: “Quais sao os impedimentos que restringem
a tomada de decisoes?”. Esses impedimentos dao origem as equagoes e inequagoes
que formam o conjunto de restrigdes do modelo. Um modelo de otimizagao linear é
descrito por expressoes lineares: restrigoes e funcao objetivo. Os elementos conheci-
dos, chamados de dados (ou parametros), fornecerdo os coeficientes das varidveis e
os termos constantes nas restri¢coes e na funcao objetivo. Em termos gerais, os prin-
cipais elementos de um modelo sdo: identificagdo das possiveis solugoes (vardveis
de decisao); definigdo dos critérios de avaliagdo que indicardo que uma solugao é
preferivel a outra (fungao objetivo); e identificagdo das restri¢oes que limitam as
possiveis decisoes a serem tomadas (conjunto de equages ou inequagoes).

E importante ressaltar que o processo de construcao do modelo é iterativo e
pode ser dividido em trés fases: modelagem, validagao e implementacao. Na fase
de modelagem, um conjunto de varidveis de decisao é definido, uma fungao objetivo
e um conjunto de restrigoes sao inicialmente propostos. E possivel que durante
a definicdo da funcao objetivo e das restrigdes, novas varidveis sejam necessarias,
outras restri¢oes sejam identificadas e/ou novos termos devam ser considerados na
fungao objetivo. Ou seja, a fase de modelagem deve ser repetida até que se obtenha
um modelo bem representativo da situagao estudada. Uma vez obtido um modelo
inicial, comega a fase de validacao do modelo. O modelo inicial é resolvido e a
solucao obtida deve ser analisada para verificar se ela é aceitavel para a situagao
em estudo. Os dados utilizados nesta fase podem ser colhidos com os responsaveis
pelo problema, ou gerados aleatoriamente. Neste tltimo caso, é necessario cuidado
para que os numeros gerados reflitam grandezas préximas dos dados reais. Esta é
uma fase importantissima, pois é nela que acharemos as principais inconsisténcias
do modelo proposto. E muito improvavel que o primeiro modelo construido reflita
de forma satisfatéria o problema. Novas rodadas de reunioes e depuragdo do mo-
delo inicial com a inclusdo e/ou remogao de varidveis, constantes e restrigdes sao
necessarias para a obtengao de um modelo mais proximo da realidade estudada. As
fases de modelagem e validagao sao repetidas até que as partes envolvidas estejam
satisfeitas com o modelo resultante.

Uma vez validado o modelo, é possivel que se conclua que os métodos de solugao
usados na fase de validacao nao sejam adequados para a resolugao de instancias de
tamanho real num tempo computacional condizente com a pratica do dia a dia da
empresa. Neste caso, é necessario pesquisas para o desenvolvimento de métodos de
solucao adequados antes de iniciar a fase de implementagao.

A terceira e ultima fase, implementagao, se inicia quando o modelo matemédtico
construido ¢é usado como ferramenta em um Sistema de Apoio & Decisbes (SAD).
Para tanto, é necessario que uma interface seja construida entre o modelo ma-
tematico, o sistema de resolucao e o usuario final. Com essa interface, os dados
referentes a uma situagao particular sdo recuperados e transferidos para o modelo
matemdtico. Um exemplar do problema (ou insténcia) é assim obtido e entdo tra-
duzido para um formato especial que sera lido pelo sistema de resolucao. Uma vez
obtida a solugao desse exemplar, a interface devera recupera-la e traduzi-la para
um formato apropriado ao usuario.

E também na terceira fase que a solugao matemaética obtida devera ser analisada,
avaliada de acordo com critérios politicos, econémicos, cientificos, e possivelmente
utilizada na préatica. Mudangas na realidade podem requerer que o modelo seja



reavaliado (manutencao do modelo) o que requer entao a repeticdo das trés fases.
O processo de construgao de um modelo de otimizagao pode ser resumido e repre-
sentado pela Figural.l.

Svemaeal] ———

Definigéo e Simplificacdo

Descrigéo do Problema

m ‘ Modelo Matematico

‘ Solugdo do Modelo ‘ |

Decisao
Tedrica x
Politica

Implementagdo da Solucéo ‘ «—

Figura 1.1: Processos envolvidos na construcao de um modelo de otimizagao para
resolucao de problemas praticos.

Cabe aqui observar que existem algumas confusoes a respeito da validade e uso
de modelos matematicos. Uma das criticas apontadas diz respeito a quantificagao
de parte dos dados usados no modelo, por exemplo como atribuir um custo a um
valor social. Outra critica estd associada a precisao dos dados utilizados. Williams
[100] responde a estas criticas considerando que uma série de decisdes associadas a
conceitos “nao quantificaveis” precisam ser tomadas, e sao baseadas numa caracte-
rizagao implicita que nao pode ser evitada. Incorporar esta decisao explicitamente
num modelo matemético parece ser uma forma cientifica e honesta de lidar com a
questao. A precisao dos dados deve ser considerada em relacdo a cada modelo espe-
cificamente. Apesar de uma parcela dos coeficientes de um modelo nao ser precisa,
ainda assim é possivel que o modelo matematico produza uma boa solugao para
o problema. De qualquer forma é importante ter claro que o modelo matematico
deve ser usado como uma de diversas ferramentas disponiveis para a tomada de
decis@do. A qualidade das respostas que um modelo produz depende da precisao e
da estrutura dos dados do modelo. No caso dos modelos de otimizagao, a defini¢ao
do critério de otimizagao, a fungao objetivo, também afeta fortemente a resposta
do modelo.

Williams [100] observa ainda que a resposta fornecida por um modelo ma-
tematico deve ser analisada cuidadosamente. Se ela representa uma decisao que nao
pode ser tomada, as razoes para a nao aceitacao desta solugao devem ser analisadas
e possivelmente incorporadas num novo modelo com a modificacdo do conjunto de
restrigoes e/ou da funcdo objetivo. Se a resposta for aceitdvel, pode ser sdbio tomé-
la apenas como uma opinido. Modificar a fungdo objetivo (e consequentemente o
modelo) pode resultar em uma outra opgao. Em muitos casos pode-se questionar
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as respostas fornecidas pelo modelo e modificid-las de forma adequada pode tor-
nar mais visivel as diversas possibilidades existentes e assim aumentar o grau de
entendimento do problema.

1.2 Modelos de otimizacao

Os modelos matematicos usados em otimizacao seguem em geral um padrao que é
composto por uma fungdo objetivo, um critério de otimizagdo a minimizar (min)
ou maximizar (max), o termo “sujeito a” que indica que os valores aceitos para
otimizar a funcao objetivo devem satisfazer um conjunto de restri¢oes, a descrigao
matematica das restricoes na forma de equacGes ou inequagoes, e a definicao do
dominio das varidveis. Cada situagao pratica a ser resolvida influencia diretamente
nas especificidades matemaéticas que deverao ser consideradas no modelo, que por
sua vez influenciam no nivel de complexidade do método de solugao empregado.
A forma matemédtica que a funcdo objetivo a ser minimizada (ou maximizada) ird
tomar, bem como as restrigoes e o tipo de varidvel, irao definir os diversos modelos
de otimizagao. O conjunto de solugoes que satisfazem as restrigdoes do problema é
chamado de regigo factivel, e uma solugao que pertence a este conjunto é chamada
solugao factivel.

A seguir sao apresentados diversos modelos de otimizagao incluindo alguns exem-
plos simples com apenas duas varidveis (z € R?) baseados em [16]. Comentérios
com respeito as propriedades de cada modelo sao feitos sem formalismo tedrico.
Virios livros descrevem em detalhes as propriedades presentes em diferentes tipos
de modelos de otimizagdo, entre eles: [16] e [81].

e Otimizacao Linear Continua (OL): Se a funcéo objetivo e as restrigdes forem
lineares, e as varidveis puderem assumir valores reais, temos um modelo de
otimizacao linear continuo. Sejam ¢ € R", A € R™*" b € R™, um modelo
(OL) pode ser escrito de acordo com (1.2.1)-(1.2.3).

min(ou maz) z=clx (1.2.1)

Sujeito a:

Ax <b (1.2.2)
x>0, v € R"

A regiao factivel do problema (OL) é P = {x € R" : Az < b,z > 0}.

Definindo: ¢’ = (10,6), A= | -4 5 |, b= 5

-1 -1 -1

exemplar (ou instancia) de um modelo (OL), escrito na forma expandida, é apre-
sentado no Exemplo 1.1.

9 5 45
T
e T = um
T2

Exemplo 1.1.

maz z = 10x1 + 6x2 (1.2.4)



Sugeito a:
921 + bxo < 45 (1.2.5)
—4x1 + 522 <5 (1.2.6)
— 1 — T2 S -1 (127)
x1,22 > 0. (1.2.8)

Algumas propriedades do problema (OL) permitem o desenvolvimento de um
método muito eficiente para a sua resolucao chamado Método Simplex. A ideia
bésica do método simplex consiste em explorar uma propriedade do problema que
garante que, se existe uma solucao 6tima, entao existe um ponto na fronteira da
regiao factivel (ponto extremo) que é étimo. Assim, a busca pela solugéo 6tima pode
ser feita entre os pontos extremos da regiao factivel na direcdo do vetor gradiente
da fungéo objetivo (Vz = (10,6) no Exemplo 1.1) pois este indica uma diregao de
crescimento da fungao objetivo (no caso de termos um problema com critério de
otimizagao igual a minimizagao, terfamos que considerar a dire¢io —Vz). Existem
outros métodos, tal como métodos de pontos interiores, que utilizam de outras
estratégias para resolver o problema. A regido factivel do Exemplo 1.1 pode ser
desenhada no plano, e um ponto extremo pode ser caracterizado pela intersecgao
de duas das cinco retas que definem a regiao factivel. A solucao 6tima do problema
apresentado no Exemplo 1.1 é o ponto extremo z* = (31—%,31%) com valor z* =
511—73. Mais detalhes sobre métodos de solugao para problemas de otimizagao linear
continua podem ser encontrados em, por exemplo, [16] e [103].

e Otimizagao inteira (OI): Se no modelo (OL) restringirmos as varidveis de
forma que s6 possam assumir valores inteiros, isto é, trocar o dominio das
varidveis para x € Z™ teremos um modelo de otimizacao linear inteira, modelo
(1.2.9)-(1.2.11). Nesta classe de modelos estdo aqueles em que os valores
inteiros que as varidveis podem assumir se restringem a 0 ou 1 (varidveis
binérias), dizemos entdo que temos um modelo de otimizacao linear binério.

min( ou mazx) z=clx (1.2.9)
Sujeito a:

Az <b (1.2.10)

x>0, x € Z" (1.2.11)

O Exemplo 1.2, adaptado do Exemplo 1.1, ilustra um modelo (OI) no R2.

Exemplo 1.2.
maz z = 10x; + 6x2 (1.2.12)
Sugeito a:

921 4 Hao < 45
—41’1+51’2§5
7I17I2§71

r1,x9 > 0, e inteiro.
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A regiao factivel do problema OI nao é convexa, e portanto as observagoes
anteriores para a resolucao do exemplo OL nao sao mais vélidas. Outras estratégias,
em geral mais elaboradas, terao que ser utilizadas. Observe, no Exemplo 1.2, que a
estratégia de arredondar a solu¢ao do problema OL nem sempre produz uma solugao
factivel ou com valor apropriado. A solugdo 6tima do Exemplo 1.2 é z** = (5,0),
com valor z** = 50. Note que se a solugao do Exemplo 1.1 for arredondada para
T = (3,3) obtemos uma solugao factivel para o problema OI mas com valor muito
menor do que o valor da solugao étima inteira, mostrando que a estratégia de
arredondamento pode nao ser satisfatéria. Na maioria das vezes, é dificil achar
uma solucdo arredondada que satisfaca as restrigdes do problema de otimizagao
inteira.

e Otimizacdo inteira mista (OIM): Em determinadas circunstancias interessa
que apenas um subconjunto de varidveis esteja restrito a assumir valores in-
teiros. Neste caso, temos um modelo de otimizac@o inteira mista (OIM), que
pode ser descrito de acordo com (1.2.17)-(1.2.19)

min( ou mazx) z=clx (1.2.17)

Sujeito a:
Az <b (1.2.18)
x>0, z;inteiro,j €' C {1,...,n} (1.2.19)

O Exemplo 1.3, adaptado do Exemplo 1.2, ilustra um modelo OIM no R?. A
regiao factivel do problema OIM também é nao convexa e, portanto, valem as
observacoes feitas para o caso OI. Neste exemplo a solugao étima é z*** = (3%, 3)
com valor z*** = 514.

Exemplo 1.3.

mazr z = 10z1 + 6x2 (1.2.20)
Sujeito a:
9x1 + bxo < 45 (1.2.21)
—4x1 + 519 < H (1.2.22)
— X1 — T2 S -1 (1223)
x1, T2 > 0,29 inteiro. (1.2.24)

e Otimizacao nao linear (ONL): Modelos de otimizagao tais que a fungao ob-
jetivo é néo linear e/ou o conjunto de restri¢oes é formado por equagdes ou
inequagoes nao lineares sao chamados de modelos de otimizagao nao lineares
(ONL). Situagbes que envolvam modelos néo lineares e que ndo possam ser
representadas por modelos lineares fogem do escopo deste texto e nao serao
discutidas. O leitor interessado nesta classe de modelos podera consultar por
exemplo as seguintes obras: [100], [70] e [49].

Os problemas de otimizacao discutidos nas proximas se¢oes serao representados
por modelos de otimizagao linear continua, otimizagao linear inteira, ou otimizagao
linear inteira mista. Ao tratar desses problemas, deve-se ter em mente o grau de



dificuldade associado & sua resolugao. Enquanto problemas de otimizagao linear
continua com algumas centenas de variaveis e restrigoes podem ser resolvidos fa-
cilmente, a resolucao de algumas classes de problemas de otimizagao linear inteira
nao possuem este comportamento. Contrastando com os problemas de otimizagao
linear continua, nao se sabe se existem ou nao algoritmos polinomiais para resolver
muitas classes de problemas de otimizacao linear inteira. Um estudo detalhado so-
bre a classificagao de problemas de otimizagao inteira quanto ao grau de dificuldade
de sua solugao (complexidade computacional) pode ser visto em [50] e [28].
Alguns algoritmos eficientes para a solucao de problemas envolvendo varidveis in-
teiras sao baseados em técnicas de enumeragao implicita e combinam véarios métodos
de solucdo. A maioria dos algoritmos emprega a técnica de “relaxagéo e calculo de
limitantes” ([81]). Este tépico é apresentado com mais detalhes na Se¢ao 1.3. De
fato, uma “boa” formulacao de um problema pode ser de crucial importancia para
a eficiéncia do processo de resolugdao. Nos Capitulos 3 e 5 apresentamos diversas
formulagoes para um mesmo problema e discutimos como elas se relacionam.

1.3 Reformulagoes e limitantes

Considere um problema de otimizagao linear inteira (OI) de minimizagao. Se co-
nhecermos um limitante inferior (LI) e um limitante superior (LS) para o valor
6timo do problema, e se a diferenca (LS — LI) é igual a zero, ou menor que uma
tolerancia pré-estabelecida, podemos dizer que o valor LS é timo para o problema.
Uma estratégia bastante utilizada para obtencao de limitantes superiores, limitan-
tes primais, consiste em determinar uma solucdo factivel Z e, entdo LS = ¢’'z. No
caso em que LS = LI, T é uma solugao 6tima para o problema. A partir deste fato,
podemos pensar em algoritmos de resolugao que obtém de forma iterativa novos li-
mitantes inferiores e superiores para o problema. Uma questao que surge é: “Como
obter novos e melhores limitantes?”.

Diversos métodos de solugao heuristicos sao propostos na literatura para a ob-
tencao de bons limites primais. No Capitulo 3 discutimos alguns procedimen-
tos. Mais informagoes sobre métodos heuristicos de solucdo para problemas de
otimizacdo podem ser obtidos em [28] e [38].

Ainda considerando o critério de minimizagao, o método mais usado para a ob-
tengao de limites inferiores (limites duais) é dado pela construgdo de um modelo
“relaxado”, isto é, um modelo mais facil de ser resolvido e com uma valor étimo
menor ou igual que o valor étimo do problema original. Wolsey [102] define formal-
mente o conceito de relaxagao, Defini¢ao 1.2, baseado no conceito de formulacgao do
problema, Definicao 1.1.

Definigao 1.1. Seja P = {x € R}, Az < b}, e X = PN Z" a regido factivel do
problema OI (modelo (1.2.9)-(1.2.11)). P é chamado de uma formula¢ao para o
conjunto X.

Definicao 1.2. Dizemos que um problema de otimizagcio (PR):

2B = min f(x)

zeT CR", (1.3.25)

€ uma relazacdo do problema OI se:
i) XCT;e
ii) f(z) < cTx,Vo € X.



8 Modelagem matematica: conceitos basicos

A Proposicao 1.1 estabelece que a solucao 6tima de uma relaxacao do problema
(OI) fornece um limitante inferior (limite dual) para o valor étimo do problema.
Proprosicao 1.1. Se (PR) é uma relavagdo de (OI) entio zf* < cTx,Vx € X.
T.T*

Prova: Se z* é solucao 6tima de (OI) entdao z = ¢ e de acordo com o item

i1) da Definigao 1.2:
z=cla* > f(a*); (1.3.26)
mas, pela hipdtese i), * € T e portanto:
fz*) > 27 (1.3.27)
De (1.3.26) e (1.3.27) temos que:
2B < cTer <cTx Vo e X.
(I

A questao de obter um bom limite dual se transforma entdo na questao de se
obter boas relaxagoes para o problema. Uma relaxacao fécil de ser construida, e
muito usada para auxiliar na resolu¢ao de um problema (OI) é a Relaxagéo Linear.
Reescrevendo (OI) de acordo com (1.3.28), a relaxacao linear associada é dada em
(1.3.29). O Exemplo 1.1 é uma relaxagao linear para o problema OI exibido no
Exemplo 1.2.

z =min L'z
reX=PnZ". (1.3.28)

2L = min cx
z e P. (1.3.29)

Quando duas ou mais formulagoes matematicas para um mesmo problema estao
disponiveis (ver Exercicio 2.4), interessa saber qual delas é melhor em termos do
limite dual associado. A Proposicao 1.2, a seguir, estabelece que se uma formulacao
P; é melhor que outra P, entdo o valor da relaxagdo linear, 2{**  associada a
um problema de otimizagao inteira em que P; define a regiao factivel é mais forte
ou igual que o valor associado a P» (258L), qualquer que seja a fungdo objetivo
(gradiente) usada na definigdo dos problemas (Vcx).

Proprosicao 1.2. Suponha que Py e Py sdo duas formulagoes para (OI) e que P,
€ uma formula¢do melhor do que Py, isto é: P C Py. Se:

A = min{cxx e B}, i=1,2

K3
sao as relaxacdes lineares associadas, entao:
2Rl > HBL e

A relaxacdo de um problema também pode ser usada para estabelecer uma prova
de que a solucao 6tima do problema foi obtida. A Proposi¢do 1.3 formaliza esta
ideia.

Proprosicao 1.3.



i)Se o problema relaxado (PR) € invidvel, o problema (OI) também € invidvel.

ii) Seja x* a solugdo dtima de (PR). Se z* € X e f(z*) = cT'z* entdo x* ¢
solugdo dtima de (OI).

Prova:
i) Se (PR) é invidvel = T = ) e, como X C T segue que X = {).
ii) Se * € X, 2 < clo* = f(z*) = 28 = 2 < 1
Mas, pela Proposicao 1.1, ¢cTz* > z®. Portanto:

z = cTz* e * é uma solugdo 6tima de (OI) .

O

Uma outra relaxagao muito usada na solugao de problemas de otimizagao com
estruturas especiais é a Relaxagdo Lagrangiana [55], que é obtida pela exclusao
de determinados subconjuntos de restricdes e penalizando as restrigoes excluidas
na funcao objetivo com multiplicadores de Lagrange. A escolha das restrigoes a
serem excluidas é feita de forma que o problema resultante se torne mais facil de
ser resolvido e forneca bons limites duais. A atualizacdo dos multiplicadores de
Lagrange auxilia na busca de limites duais de melhor qualidade.

Na Secao 3.5 descreve-se resumidamente a aplicagdo de relaxagao Lagrangiana ao
problema de dimensionamento de lotes com varios itens para a obtencgao de limites
duais. Também é usado em um procedimento heuristico para obter uma solugao
factivel para o problema. Aplicagoes da Relaxagao Lagrangiana para obtencao de
limites primais e duais para problemas de dimensionamento de lotes podem ser
encontradas em [11], [60], [96], [44], [45] e [15].

Relaxacoes lineares de boas formulacoes fornecem bons limites duais. A maioria
dos sistemas computacionais, comerciais e nao comerciais disponiveis inclui proce-
dimentos para a obtencao de limites primais e duais. Estes limites sao usados em
métodos de enumeracao implicita para a resolugao dos problemas de otimizagao
inteira e inteira mista. E interessante observar também que, os limites duais me-
lhores sao obtidos pela reformulacao automética do problema obtida pela inclusao
de inequagoes vélidas, Definigao 1.3.

Definicao 1.3. Dizemos que uma inequagao mx < mwy € vdlida para um conjunto X
se todos os pontos do conjunto satisfazem a inequagdo, isto é: mx < my, Va e X.

Mais informagoes sobre o uso de inequagoes validas para a obtencao de bons
limites duais podem ser vistas em [102]. Na Secdo 1.4 fazemos uma rapida descri¢ao
de sistemas computacionais para a modelagem e solugao de problemas de otimizagao
linear continua e inteira.

1.4 Sistemas computacionais de modelagem e de
resolucgao

Diversas ferramentas computacionais de carater geral e especifico podem auxiliar
no processo de construgao, manutencao e resolugao de modelos de otimizacao. Po-
demos dividir a discussao deste topico em dois blocos: ferramentas de modelagem
e ferramentas de resolugao. No primeiro bloco estao as linguagens de programagao
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(ex. C, C++, Fortran), as planilhas de célculo (ex. EXCEL, Lotus 123) e as Lin-
guagens Algébricas de Modelagem (LAM). No bloco das ferramentas de resolucao
entram novamente as linguagens de programacao, usadas para a implementacao de
algoritmos e os sistemas de resolucdo comerciais e de pesquisa. Em [65] a planilha de
calculo EXCEL é usada para modelar e resolver problemas. A seguir faremos uma
breve discussao sobre linguagens algébricas de modelagens e sistemas de resolugao.
Mais detalhes podem ser obtidos em [91] e nas referencias citadas.

Linguagens algébricas de modelagem

Em geral, estamos interessados em usar um determinado modelo matema&tico para
simular diversas possibilidades ou cenarios antes de tomar uma decisao. Neste ponto
é conveniente distinguir formalmente entre um modelo matematico e um exemplar
(ou instancia) do mesmo.

Um modelo é uma representagao algébrica abstrata de um problema e um exem-
plar é a descrigao explicita ou uma atribuigao de valores para os dados abstratos do
modelo. Considerando o Exemplo 1.2, ao definirmos:

9 5 45
n=2 m=3,¢c =(10,6), A=| -4 5 |,b= 5 |,
-1 -1 -1

obtemos um exemplar do modelo OI definido em (1.2.9)-(1.2.11). Portanto, quando
dizemos que queremos resolver um modelo de otimizacao estamos nos referindo a
resolucao de um exemplar do mesmo. Neste texto usaremos os termos exemplar e
instancia como sinénimos.

O objetivo inicial para o desenvolvimento das linguagens algébricas de mode-
lagem foi o de facilitar o processo de comunicagao de dados entre o usuario e os
sistemas de resolugao. A evolucdo das linguagens ampliaram estes objetivos e po-
demos dizer que o seu uso facilita a construcao e a documentacao de um modelo de
otimizagao e serve de interface com sistemas de resolugao, nao apenas para fornecer
dados e receber a solugao do exemplar resolvido, mas também para interagir do
ponto de vista algoritmico com o sistema.

Existem disponiveis hoje uma grande variedade de linguagens de modelagem
com diferentes habilidades (ex. [48], [94], [76]). Entre as linguagens procedurais
podemos citar AMPL [47] e XPRESS-MOSEL [82]. Essas duas linguagens exi-
gem a compra de licencas para uso comercial. No entanto, para uso académico as
licengas estao disponiveis gratuitamente para download (a linguagem AMPL estd
disponivel em versdes restritas), o que permite que voce leitor, possa utilizd-las para
construir seus préprios modelos. Duas linguagens de modelagem nao-comerciais
(ZIMPL e GMPL) disponiveis na internet [68] possuem sintaxe similar & linguagem
AMPL. Um exemplo de modelagem matemética utilizando AMPL é apresentado
no Capitulo 3.

Sistemas de resolugao

Para validar um modelo de otimizacao é necessario analisar se a solugao obtida
fornece uma resposta adequada. Existem diversos sistemas computacionais comer-
ciais e de pesquisa desenvolvidos para resolver problemas de otimizacao linear e nao
linear. Uma revisdo sobre sistemas nao-comerciais pode ser encontrada em [68], e
sistemas comerciais em [17] e [93].
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Os sistemas comerciais, IBM-Cplex [59], Fico-Xpress [82] e Gurobi [56] tem
sido muito utilizados na literatura para a resolugao de problemas de otimizagao
inteira e inteira mista, e as solucoes dos problemas obtidas por eles, assim como o
tempo computacional, servem como padrao de comparagao para solugoes obtidas
por métodos alternativos. Esses sistemas contém implementagoes dos principais al-
goritmos de solugao para problemas de otimizagao linear continua: método simplex
revisado (ex. [51], [19] e [16]) e métodos de pontos interiores (ex. [53]); e problemas
de otimizagao linear inteira e inteira mista: planos de corte, branch and bound e
branch and cut (ex. [16], [102], [90] e [51]). Apesar de apresentarem desempenhos
distintos, possuem recursos que permitem ajustar o desempenho dos algoritmos de
acordo com o tipo do problema. Estes trés sistemas estao disponiveis gratuitamente
para fins académicos e podem ser acoplados as linguagens de modelagem.

Uma vez concluido o processo de validagao de um modelo de otimizagao, é
possivel testar as diversas alternativas que os sistemas disponibilizam para deter-
minar o conjunto de procedimentos que melhor se comportam na resolugao do pro-
blema. Esta sugestao é particularmente 1itil quando o modelo de otimizagao inclui
variaveis inteiras ou bindrias. Além disso, quando o modelo construido possui uma
estrutura especial (ex. problema do transporte, da designagdo, de dimensiona-
mento de lotes, da mochila, do caixeiro viajante, de sequenciamento de tarefas) é
recomenddavel desenvolver e implementar algoritmos que explorem esta estrutura.
Nestes casos a solugao fornecida pelos modelos de otimizagao servem de parametro
para avaliar a qualidade das solugoes obtidas por outros métodos.

1.5 Exercicios

Exercicio 1.1. Represente graficamente no R? a regiio factivel dos problemas de
otimizacao descritos nos Exemplos 1.1, 1.2 e 1.3 e analise as conclusoes presentes
no texto.

Exercicio 1.2. Crie outros exemplos com duas varidveis, represente graficamente
a regiao factivel, determine a solu¢do dtima e limites primais e duais.

Exercicio 1.3. [102] Seja: X = {(0000), (1000), (0100), (0010), (0001), (0110), (0101), (0011)}.
Considere as sequintes formulagoes para o conjunto X :

Py ={x € R*: 932, + 4925 + 3723 + 2924 < 111;0<z; <1,j=1.4}
Pg:{m€R4:2x1+x2+1’3+x4§2;0§xjSl,jzl...él}

Py =A{x ERY: 201+ aotast+aa <2 4ae<1l;zi4a3<1;z+z4 <1
0<z; <1,j=1.4}.

Encontre relaxagoes lineares para os problemas de otimizacao inteira associados a
P;i=1,2,3: Z; = max{r) +x2 + 23+ 24 : v € X = P;NZ*}, e verifique qual ¢ a
melhor formulacdo para o conjunto X .
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Capitulo 2

Problemas classicos de
logistica

Neste capitulo sao apresentadas defini¢coes e formulacées matemaéticas de alguns pro-
blemas classicos de otimizagao combinatéria relacionados a logistica que significa,
de acordo com o Council of Supply Chain Management Professionals, “Logistica é
a parte do Gerenciamento da Cadeia de Abastecimento que planeja, implementa e
controla o fluxo e armazenamento eficiente e econdmico de matérias-primas, mate-
riais semi-acabados e produtos acabados, bem como as informagoes a eles relativas,
desde o ponto de origem até o ponto de consumo, com o propésito de atender as
exigéncias dos clientes” ([29] p. 31). Esta classe de problemas é frequentemente
modelada usando conceitos de Teoria dos Grafos e resolvida por algoritmos que
exploram sua estrutura combinatéria (ex. [51]). A formulacdo matemédtica dos
problemas discutidos neste capitulo usando modelos de otimizagao inteira ou in-
teira mista é 1til por varias razoes. Nos proximos capitulos usaremos esses modelos
classicos para obter formulagoes alternativas para o problema de dimensionamento
de lotes (Capitulo 3), e para modelar decisbes associadas ao sequenciamento de
lotes no Problema Integrado de Dimensionamento e Sequenciamento da Produgao
(Capitulo 5).

Na descricao destes problemas sao necessarios conceitos de Teoria dos Grafos
resumidos a seguir. Um tratamento completo da Teoria dos Grafos pode ser obtido,
por exemplo em [26].

Definicao 2.1. Grafo/Digrafo - Um grafo é constituido por um conjunto V nao
vazio de objetos, chamados vértices (ou nds) e um conjunto A de pares nao or-
denados de elementos de V, chamados arestas. Denota-se um grafo por G(V, A),
ou simplesmente G. Se o conjunto de arestas é formado por pares ordenados de
elementos de V' temos um grafo orientado ou digrafo.

Definicao 2.2. Adjacéncia de vértices- Dois vértices que sao ligados por uma aresta
sao chamados vértices adjacentes.

Definicao 2.3. Adjacéncia de arestas- Duas arestas com um vértice em comum
sao chamadas arestas adjacentes.

Definicao 2.4. Grafo valorado- Um grafo G € dito valorado se existe um wvalor
(nidmero real) associado a cada vértice e/ou aresta do grafo. Um digrafo valorado
€ chamado de rede.
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Definicao 2.5. Caminho- Um caminho € uma sequéncia alternada de vértices e
arestas onde nao hd repeticao de vértices e comeca e termina com vértices. Em
digrafos a orientacdo das arestas deve coincidir.

Definicao 2.6. Circuito- Um circuito € uma sequéncia alternada de vértices e
arestas onde nao hd repeticao de vértices, exceto pelo primeiro. Em digrafos a
orientacdo das arestas deve coincidir.

Definigao 2.7. Circuito Hamiltoniano- Um circuito que inclui todos os vértices de
um grafo € chamado de circuito hamiltoniano.

Definicao 2.8. Custo de um caminho- Num grafo valorado, o custo de um caminho
(ou de um circuito) € igual 4 soma dos valores das arestas incluidas.

2.1 O problema do caminho minimo (PCM)

Todos os dias ao sair de casa, nos deparamos com uma importante questao: “Como
chegar ao nosso destino?” Esta é uma questao muito geral, e envolve varios aspectos
a serem considerados para se obter uma resposta satisfatéria: o meio de transporte
a ser usado, o tempo disponivel, o custo e a rota. Nesta secao, o que nos interessa é
a defini¢do da rota. Se optamos pelo transporte publico, a rota jé foi previamente
definida por pessoas responsaveis pelo gerenciamento do servigo. Se optarmos pela
caminhada ou pelo uso de um transporte particular, somos nés os responsaveis
por defini-la. E importante observar que, no caso do uso do transporte publico,
os responsaveis também se depararam com o problema de definir, entre as varias
alternativas para se chegar ao destino desejado, qual é a melhor.

Consideramos o mapa da regiao central da cidade de Sao José do Rio Preto no
estado de Sao Paulo exibido na Figura 2.1. Supomos que queremos ir da rodoviaria
(ponto A) e desejamos seguir de carro até o Complexo Swift de Educagao e Cultura
(ponto B). A ferramenta GoogleMaps sugere uma opcao de rota dada na Figura
2.1. No entanto, analisando a Figura 2.1 verificamos que existem varias rotas al-
ternativas. Naturalmente precisamos de um critério para escolher a melhor delas.
Um critério muito usado é encontrar a rota de menor distancia, mas outros critérios
podem ser usado tais como: tempo de percurso, indice de congestionamento, custo,
ou ainda um valor calculado considerando todos estes critérios. Um enunciado geral
para o problema de encontra melhor rota pode ser feito de acordo com o Problema
2.1.

Problema 2.1. Problema do Caminho Minimo (PCM) - Uma pessoa deseja sair
de sua casa e chegar ao trabalho mo menor tempo possivel. Qual € a sequéncia de
ruas e avenidas que a pessoa deve percorrer para chegar ao seu destino final?

O problema do caminho minimo é um problema classico de otimizacao combi-
natdria e pode ser representado através de uma rede (ver Definicao 2.4) G(V, A)
em que o conjunto de vértices, V, representa as esquinas entre trechos de ruas e
avenidas (o ponto de partida e o ponto de chegada devem estar presentes em V), e
o conjunto de arestas, A, representa trechos de ruas e avenidas. O valor atribuido
a uma aresta pode ser igual ao tempo de percurso de ir de uma esquina a outra
(vértices). Em termos de teoria dos grafos, encontrar a solu¢do étima para este
problema consiste em determinar um caminho com o menor valor total possivel.
Este caminho representa uma sequéncia de trechos de ruas ou avenidas a serem
percorridas entre o ponto de origem e o ponto de destino final. O valor de cada
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Figura 2.1: Trecho da regido central de Sao José do Rio Preto-SP.

aresta no caso do Problema 2.1 é o tempo do percurso entre os dois pontos do mapa
representados, mas outros valores tais como custo ou distancia também podem ser
usados.

Naturalmente, o tamanho do problema depende de quantos trechos de ruas e ave-
nidas serao considerados na definicdo do problema. Isto é, do nimero de vértices e
arestas do grafo associado. O problema do Caminho Minimo é considerado um pro-
blema bem resolvido jé que existem diversos algoritmos eficientes para soluciona-lo.
O mais conhecido é o algoritmo de Djkstra proposto em 1957 (ex. [26]). O desafio
hoje é a dimensdo do problema, e a forma dindmica como deve ser tratado. Ao
usarmos a ferramenta amplamente disponivel na internet Google Maps podemos
quase que instantaneamente definir dois pontos em um mapa de uma cidade e ob-
ter um caminho. A ferramenta em geral mostra o caminho com menor distancia.
Mas, quantos vértices e arestas devem ser considerados na resolugao do problema

de caminho minimo entre dois locais, por exemplo, na cidade de Sao Paulo? Al-
guns estudos sobre problemas de grande porte considerando de forma dinamica os
valores das arestas e vérios critérios simultaneamente podem ser vistos em [27] e
[22] respectivamente. O problema considerando incertezas nos dados ¢é discutido em
[58].

O problema do caminho minimo também pode ser considerado na reformulagao
matematica de outros problemas de otimizacao, como por exemplo o problema de
corte de estoque ([30]) ou o problema de dimensionamento de lotes (ver Secao 3.4.1).
Formular um modelo de otimizagao do problema do caminho minimo é 1til nao
apenas para construir estas reformulagoes, mas também para resolver o problema
considerando restri¢coes adicionais.

O modelo de otimizagao linear binaria para representar o problema do caminho
minimo é construido considerando conhecidos o ntmero de vértices, |V| = n, o
ntimero de arestas, |A| = m, o valor de cada aresta da rede associada. Sem perda
de generalidade, supomos que o vértice inicial do caminho, vértice origem é o vértice
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1, e o vértice final do caminho, vértice destino, é o vértice n. Na definigao do modelo
consideramos os indices e varidveis definidos a seguir.

Indice
i,7 = 1,...,n para representar os vértices.

Usamos uma varidvel bindria para definir se a aresta (7, j) estd incluida no caminho
ou nao. Isto é, para cada (i,7) € A:

Variavel de decisao

o 1, se a aresta (i,j) pertence ao caminho;
7771 0, caso contrario;

O critério para a tomada de decisoes estd claramente definido, obter o caminho de

menor valor total. Seja ¢;; o valor da aresta (7,7). A funcfo objetivo pode entao

ser definida de acordo com (2.1.1).

Funcao Objetivo

min z = Z CijTij- (2.1.1)
(i,4)€A

As restrigbes a serem incluidas no modelo devem garantir que o vértice 1 seja o
vértice inicial do caminho e que seja incluido exatamente uma vez na sequéncia de
vértices e arestas que definem o caminho. E necessério lembrar que, por definigao,
cada vértice aparece no maximo uma vez no caminho. Dada uma aresta (i,j) € A,
dizemos que a aresta diverge do vértice ¢ e converge para o vértice j. Sejam S(i)
a lista de vértices que divergem do vértice i (vértices sucessores) e P(i) a lista de
vértices que convergem para o vértice i (vértices predecessores), isto é:

S(i)={jeV:(ij) e A} (2.1.2)

Pli)={j e V:(ji) e A (2.1.3)

Para garantir que o vértice 1 seja o vértice inicial do caminho e que este seja incluido
apenas uma vez, podemos ter no maximo uma aresta divergente do vértice 1 no
caminho. Isto é, considerando todas as arestas divergentes do vértice inicial temos
que: 15, =louxzy , =1, ..., z1,, =1, jr € S(1). Esta condicao é modelada
usando (2.1.4).

Z z1j = 1. (2.1.4)
JES(1)

De forma similar, garantimos com (2.1.5) que o vértice n é o vértice final do caminho
e que seja incluido apenas uma vez.

> am=1 (2.1.5)

JEP(n)
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Caso nao haja uma aresta entre os vértices 1 e n, ou caso a melhor alternativa nao
inclua a aresta (1,n), 1, = 0, como garantir que outros vértices sejam incluidos no
caminho e apenas uma vez? As restricées (2.1.4) e (2.1.5) garantem que x1; =1 e
Zgn = 1, para algum j € S(1),k € P(n). Isto é, existe pelo menos mais um vértice
no caminho, o vértice j,j # n (ou k,k # 1). Neste caso, é necessirio garantir, que
sejam incluidas no caminho uma aresta que converge para o vértice j e uma que
diverge dele. Assim garantimos que saindo do vértice 1 alcancemos o vértice n. A
restricao (2.1.6), chamada de restrigdo de transbordo ou de balanco, garante que,
se o vértice j é incluido no caminho, exatamente duas novas arestas serao incluidas
também, a aresta (i, ) para algum i € P(j) e a aresta (j, k) para algum k € S(j).
Note que as restrigoes continuam valendo se o vértice j nao for incluido.

i€P(j) keS(j)
A restrigdo (2.1.6) deve ser incluida no modelo para todos os vértices do grafo,

exceto, naturalmente os vertices 1 e n. O modelo de otimizagao completo para
representar o problema do caminho minimo é exibido em (2.1.7)-(2.1.11).

n—1
min Z:Z Z CijTgj (217)

i=1 j€S(3)
sujeito a
Y oa=1 (2.1.8)
i€S(1)
Y =1 (2.1.9)
1€P(n)
>owii— > wp=0 j=2.n-1 (2.1.10)
i€ P(j) keS(5)
zij >0; ieV,jeS). (2.1.11)

A varigvel z;; é definida em (2.1.11) como uma variavel continua, mas na solugao do
problema s6 interessam valores 0 ou 1. A matriz de restri¢ao da formulagao (2.1.7)-
(2.1.11) é totalmente unimodular e esta propriedade garante que qualquer solugao
factivel para este problema é bindria. Mais detalhes sobre matrizes totalmente
unimodulares, suas propriedades e consequéncias para os problemas de otimizagao
combinatdria podem ser vistos, por exemplo no Capitulo 3 de [102].

2.2 O problema do caixeiro viajante (PCV)

No século XVII um importante matematico Irlandés, Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865), inventou um jogo [101]. Basicamente o jogo consiste em encontrar um
roteiro de viagem que, partindo de Londres, incluisse as 19 cidades mais importantes
do mundo naquela época, e retornasse ao ponto de partida. Um reproducao do
tabuleiro usado no jogo é exibida na Figura 2.2. Este jogo ficou encalhado nas
prateleiras, mas o problema matematico associado desafiou e continua a desafiar
pesquisadores do mundo inteiro. Um enunciado geral para o problema de encontrar
o melhor roteiro pode ser feito de acordo com o Problema 2.2.
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Figura 2.2: Reprodugao do tabuleiro usado no jogo de Hamilton [88]

Problema 2.2. Problema do Caizeiro Viajante (PCV) - Um wviajante necessita
visitar um certo numero de cidades durante uma viagem e retornar ao lugar de
origem de tal maneira que cada cidade seja visitada exatamente uma vez, e que a
distancia total percorrida seja a menor possivel. Supondo conhecidas as distancias
entre cada par de cidades, que roteiro deve ser escolhido?

O Problema 2.2 possui diversas aplicagdes no nosso dia-a-dia. E muito comum
que empresas de diversos setores, por exemplo de bebidas, se deparem com a neces-
sidade de determinarem o melhor roteiro para a entrega da mercadoria em pontos
de revenda (bares, armazéns, supermercados). Naturalmente, é mais econémico um
roteiro que inclua cada ponto de revenda uma tinica vez. A coleta de leite em sitios
e fazendas é um outro exemplo em que é desejavel encontrar um roteiro que saia
da fabrica de laticinios, passe em cada ponto de coleta apenas uma vez e retorne ao
ponto de partida. Mas, nao é apenas no setor de distribuigao que temos exemplos de
aplicagao deste importante problema de Otimizacdo Combinatéria. Aplicagdes mais
sutis podem ser encontradas na industria de manufatura em que a sequéncia em que
um determinado conjunto de tarefas é realizada pode contribuir para diminuir os
custos de producao (ver Capitulo 4). Indo um pouco mais além, podemos encontrar
exemplos na biologia computacional, em que definir um circuito Hamiltoniano (ver
Definigao 2.7) estd associado ao problema de sequenciamento do DNA [52].

Formulacoes matematicas para o PCV

O PCV pode ser representado por uma rede (ver defini¢ao 2.4) G(V, A) tal que
o conjunto de vértices V representa as cidades a serem incluidas no roteiro, e o
conjunto de arestas A representa a possibilidade de se viajar de uma cidade a outra.
O valor atribuido a uma aresta ¢ igual ao custo da viagem entre as cidades (vértices)
que a definem. Em termos de Teoria dos Grafos, encontrar a solugao étima para o
PCV consiste em determinar o circuito Hamiltoniano de menor custo no grafo.
Para definir um modelo matematico que represente o PCV consideramos conhe-
cidos o numero de cidades, representado por |V| = n e o custo da viagem entre
cada par de cidades. Para garantir que o grafo associado ao problema seja Hamil-
toniano, supomos que é possivel fazer a viagem de ida e volta entre todos os pares
de cidades, isto é, que temos um grafo simétrico completo (4| = n(n —1)). Vamos
supor também que o custo da viagem de ida é diferente do custo da volta para pelo
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menos um par de cidades, esta condigao caracteriza o problema do caixeiro viajante
assimétrico (PCVA). Caso exista um par de cidades em que a viagem de ida, ou de
volta, nao seja possivel, atribui-se a aresta associada um valor muito alto. Se na
solugao 6tima do problema, estas arestas fizerem parte da solugdo, entao o problema
é infactivel.

Na definigao do modelo vamos considerar:

Indices
i,7 =1,...,n para representar as cidades .

Usamos uma varidvel binaria para definir se a cidade ¢ precede ou nao a cidade j
na solugao. Isto é:

Variavel de decisao

- 1, se a cidade i é visitada antes da cidade j
t 0, caso contririo;

A varidvel x;; ndo tem nenhum significado nesta aplicacdo, portanto s6 hé variaveis
quando i # j. O critério para a tomada de decisoes estd claramente definido, obter
o circuito Hamiltoniano de menor custo. Seja c;; o custo da viagem entre a cidade
i e a cidade j. A funcd@o objetivo pode entdo ser definida de acordo com (2.2.12).

Funcao Objetivo

min z:zn: zn: CijLij- (2.2.12)

i=1 j=1(j#i)

A restricao principal é que cada cidade deve ser incluida exatamente uma vez no
circuito. Consideramos, por exemplo, a cidade 2. Podemos chegar até ela vindo de
qualquer uma das outras n-1 cidades. Se, por exemplo, x12 = 1, incluimos a cidade
2 imediatamente apds a cidade 1 no circuito. Como cada cidade sé pode aparecer
uma vez, as demais varidveis que representam a chegada a cidade 2, ;2,7 = 3, ..., n,
devem assumir valor zero. Como as variaveis de decisao sao binarias, esta situacao
(xr12=1ouxss =1ou...z,2 = 1) pode ser representada pela equagao (2.2.13).

T12 + T30 + oo + Tpo = 1. (2.2.13)

De acordo com (2.2.13), exatamente uma das varidveis x;o (1 = 1...n,i # 2) terd
valor igual a 1, garantindo assim a chegada a cidade 2 apenas uma vez. Natural-
mente, saindo da cidade 2 queremos ir até uma das outras (n — 1) cidades. Da
mesma forma que chegamos na cidade 2 apenas uma vez, iremos partir de 14 uma
unica vez. Usando um raciocinio similar, temos que a equagao (2.2.14) garante que
sairemos da cidade 2 uma unica vez.

To1 + X23 + ... + Topy, = 1. (2214)
Usando esta mesma idéia considerando as demais cidades obtemos o conjunto de

restrigbes (2.2.15) e (2.2.16) que garantem que cada cidade é visitada apenas uma
vez.
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Restrigoes

Saida da cidade i:

xi1+~~~+xi,j71 +$i,j+1+~~+xin = 1, 7 1,...,TL (2215)

Chegada a cidade j:

m1j+~~~+xi71,j+xi+1,j+-"+mnj = 1, ]: 1,...,n. (2216)

O modelo matemdtico para representar o PCV ainda néo estd pronto! Observe
que, considerando um caso particular com n = 6 cidades, a solucao:

T13 = T35 = 51 = T2 = Leg — T42 = 1, (2217)

e todas as demais variaveis iguais a zero,

satisfaz o conjunto de restrigoes (2.2.15) e (2.2.16). No entanto, esta atribuigao de
valores para as varidveis nao fornece uma solugao factivel para o problema porque o
conjunto de arestas incluidos nesta solugao nao formam um circuito hamiltoniano.
Todas as seis cidades estao incluidas na solugao exatamente uma vez, no entanto
esta solugao forma dois circuitos, o circuito {1,3,5,1} e o circuito {2, 6,4,2}. Estes
dois circuitos sao chamados de subrotas e para termos um modelo correto para o
PCV, temos que incluir restrigdbes que impegam este tipo de solugao. Isto é, falta
acrescentar no modelo matematico restrigoes para a eliminagao de subrotas.

Existem na literatura diversas propostas de restrigoes para a eliminagao de su-
brotas. Uma revisao comparativa de modelos para o PCV, com foco na qualidade
da formulagao obtida e a forma como as restrigdes para eliminacao de subrotas sao
modeladas, pode ser encontrada em [79]. Apresentamos a seguir duas formulagoes
cldssicas para o PCV.

Formulacao de Miller, Tucker e Zemlin - MTZ

A formulagao proposta em 1960 por Miller, Tucker e Zemlin (vide e.g. [66] e [51])
resulta em um modelo de otimizagao inteira mista. Considere um novo conjunto de
varidveis continuas, isto é:

Novas Variaveis
uj,j=2...n.
O conjunto de restrigoes (2.2.18) elimina a possibilidade de subrotas.

Novas Restrigoes

u; —uj +nz; < (n—1), i,j=2...m1# j. (2.2.18)

A demonstracao de que este conjunto de restricoes é suficiente para eliminar as
subrotas pode ser visto em [66] e [89]. Se a varidvel u; tiver limite superior igual a
|V| = n, o valor atribuido na solugao do modelo representa a posicao da cidade j
no circuito. O modelo completo para representar o PCV, formulagao PCV-MTZ, é
exibido em (2.2.19)-(2.2.24).
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minz:i i CijTij (2.2.19)

i=1 j=1(j#i)
sujeito a

S omy=1, i=1...n (2.2.20)

J=1(j#9)
S om=1, j=1...n (2.2.21)

i=1(i#7)
i —uj+nr; <n—1, §,j=2...nji#] (2.2.22)
zij € {0,1}, j=1...ni%#j (2.2.23)
0<wu; <n, i=2...n. (2.2.24)

A formulagao PCV-MTZ possui (n — 1)? restrigdes para eliminacido de subrotas
(restrigoes (2.2.22)) e é uma formulagao bastante compacta. Esta formulac¢do pode
ser usada para representar situagoes em que a cidade de origem pode ser visitada
diversas vezes e nenhuma subrota pode conter mais do que um determinado niimero
de cidades [51] (ver Exercicio 2.5). Uma formulagdo contendo um niimero exponen-
cial de restrigoes, porém com uma relaxacao linear melhor do que a associada a
formulagao PCV-MTZ é apresentada a seguir.

Formulacao de Dantzig, Fulkerson e Johnson - DFJ

Considerando que um circuito em um grafo possui n arestas, Dantzig, Fulkerson
e Johnson (1954)(vide ex. [66] e [51]) propuseram um conjunto de restrigdes para
a eliminacao de subrotas que impedem que circuitos com um nimero de arestas
menor do que n sejam formados. Considere por exemplo, uma instancia do PCV
com n = 6 cidades, e um subconjunto de vértices S = {2,6,4} C V. Um circuito
contendo estes trés vértices possui trés arestas e portanto forma uma subrota. Se
impormos a condi¢ao que no maximo duas arestas de um circuito formado por estes
trés vértices estejam presentes em uma solugao do problema, impedimos que este
subconjunto de vertices formem uma subrota. A restricao (2.2.25) (conhecida como
restricdo de circuito) impde esta condig¢ao considerando o circuito {2,6,4,2}.

Zoe + Tea + a2 < 2. (2.2.25)

Note que a solugao (2.2.17) néo satisfaz a restrigdo (2.2.25). E claro que apenas
a inclusao desta restricio nao impede que outras subrotas sejam formadas, por
exemplo a subrota {1,5,2,1} ou a subrota {4,6,2,4}. Assim, para eliminar todas
as subrotas, temos que considerar a eliminagao de todos os circuitos com menos de
n vértices.

A inequagédo 2.2.26, conhecida como inequacao do tipo clique, é obtida a partir
de um procedimento de lifting aplicado a restricao de circuito e considera todos os
subconjuntos S de vértices tais que | S |< n ([54]). Assim, as inequagbes (2.2.26)
eliminam subrotas mas nao eliminam circuitos Hamiltonianos e portanto sao validas
para o PCV.

3wy <|S|-1,VSc{l...n} (2.2.26)

i€S jes
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A formulagao PCV-DFJ é dado pelo modelo (2.2.27)-(2.2.31).

i=1 j=1(j#i)
sujeito a
doowy =1, i=1...n (2.2.28)
J=1(j#1)
oo =1, j=1...n (2.2.29)
i=1(i#])
S @ <IS|-1, vSc{l..n} (2.2.30)
€S jeS
x5 € {0,1}; ij=1..ni#j  (2231)

A formulagdo PCV-DFJ possui (2" — 2) restri¢oes para eliminacao de subrotas
(restrigoes (2.2.30)) e 2n restrigdes de designagao ((restrigoes (2.2.28) e (2.2.29)).
Este ntimero de restrigcoes cresce exponencialmente quando o valor de n cresce.
Uma maneira de resolver instancias desta formulagao é gerar as inequagoes (2.2.30)
a medida que sao necessdrias. Inicialmente resolve-se a relaxagao da formulagao
PCV-DFJ obtida eliminando-se as restri¢oes (2.2.30) e as restrigoes de integralidade.
A solugéo do problema de designacdo resultante é analisada para ver se forma um
circuito Hamiltoniano. Caso forme, esta é a solugao 6tima do problema. Senao
uma restricdo de eliminacao de subrota nao satisfeita pela solucao atual é incluida
e o novo problema é resolvido. Esta técnica aplicada iterativamente e combinada
com método branch and bound (método conhecido hoje como branch and cut, ver
Segao 1.4), foi proposta em 1954 por Dantzig, Fulkerson e Johnson para resolver
com sucesso um problema com 49 cidades. Mais recentemente, Padberg e Rinaldi
[83] usaram esta técnica combinada com métodos de pré-processamento e outras
classes de inequacoes para resolver exemplares com até 2392 cidades. Em um artigo
publicado em 2003, Applegate et al. [7] relatam a solugao de exemplares com um
milhao de cidades ou mais. Uma excelente e divertida jornada sobre as origens e a
histéria, bem como métodos de solugao para o PCV que permitem a resolugao de
instancias de grande porte do problem séo apresentadas por Cook em [32].

2.3 O problema de localizagao de facilidades (PLF)

Uma questao presente em uma grande variedade de situagoes, tanto na vida indivi-
dual quanto coletiva, seja nos setores ptublico ou privado, diz respeito a localizagao:
“Onde deve ser instalada uma determinada facilidade?”[67]. A palavra “facilidade”
é usada aqui para designar, entre outras, fabricas, depdsitos, escolas, hospitais.
Analisando esta pergunta, obtém-se a defini¢do basica dos problemas de localizagao
de facilidades que tratam exatamente das decisoes sobre onde localizar (instalar)
as facilidades considerando que uma certa demanda deve ser atendida e de acordo
com algum critério especifico ([33, 69]. O problema pode ser enunciado de acordo
com o Problema 2.3.

Problema 2.3. Problema de Localizagdo de Facilidades (PLF) - Dado um conjunto
de facilidades e um conjunto de locais onde estas facilidades podem ser instaladas,
deseja-se determinar os locais de instalacdo de facilidades, de forma a atender uma



23

demanda pré-especificada e com o menor custo total. Se uma facilidade for insta-
lada, existe um custo fixo a ser pago, e um custo varidvel que depende da demanda
de cada cliente que é atendida por determinada facilidade.

O problema de localizacao de facilidades e suas variantes (ex. problema das
p-medianas, problema de localizagdo nao capacitado) possuem diversas aplicagdes
praticas. Entre elas destacamos [33]: localizagdo de centrais de chaveamento em
redes telefonicas; subestagoes em redes de energia elétrica; depdsitos em redes de
distribuigao; postos de triage (selegdo) de correspondéncia dos Correios; bibliote-
cas; delegacias; escolas. Entre essas aplicacoes, gostariamos de destacar o trabalho
sobre localizagdo de escolas publicas na cidade de Vitéria-ES [85] que, em 2004,
foi classificado em terceiro lugar na competicao internacional OR For Development
Prize Competition promovido pela IFORS-International Federation Of Operational
Research Societies.

A solucao do Problema 2.3 consiste em definir em quais lugares as facilidades
serao instaladas e determinar a demanda de cada cliente a ser atendida a partir
de cada facilidade, minimizando-se o custo total de instalacao das facilidades e de
atendimento das demandas [80]. Para formular matematicamente este problema,
supomos que existe um conjunto de m clientes e um conjunto de n lugares em
potencial para a instalagao das facilidades, e consideramos o conjunto de indices a
seguir.

Indices
i=1,...,n para representar os locais onde as facilidades podem ser instaladas.
j=1,...,m para representar os clientes.

Supomos também que os seguintes parametros sao conhecidos:
Parametros
fi: custo fixo de instalacdo de uma facilidade no local i;
C;: capacidade da facilidade instalada no local i;
d;: demanda do cliente j;

ci;j: custo de atender ao cliente j a partir de uma facilidade instalada no local
i.

Precisamos de dois conjuntos de variaveis binarias. O primeiro conjunto para definir
se a facilidade serd instalada ou ndo. O segundo para definir se a demanda do cliente
j serd atendida ou nao pela facilidade localizada em 4. Temos entao:

Variaveis de decisao

| 1, se a facilidade localizada em ¢ é instalada;
Yi 0, caso contrario;

- 1, se o cliente j é atendido pela facilidade localizada em ¢;
7771 0, caso contrario.
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O critério de otimizacao é minimizar o custo total de instalagao das facilidades
e atendimento da demanda dos clientes. O custo total de instalagao é dado em
(2.3.32) e o custo total de atendimento da demanda dos clientes dado em (2.3.33).
A funcao objetivo é entdo a minimizagdo da soma destes dois custos e apresentada
em (2.3.34).

Custo total de instalagao das facilidades

> L (2.3.32)
i=1

Custo total de atendimento da demanda

i=1 j=1
Funcao Objetivo
min z =Y figi+ > cijij. (2.3.34)
i=1 i=1 j=1

Precisamos garantir que cada cliente seja atendido por exatamente uma facilidade.
A expressao (2.3.35) garante esta restricao.

Restricao 1 - Atendimento da demanda

Suy=1, j=1..m. (2:3.35)
i=1

B importante observar no entanto, que um cliente j sé pode ser atendido pela
localidade ¢ se uma facilidade for instalada em ¢, isto é: x;; > 0 = y; = 1. Temos
aqui uma condicdo chamada de disjuntiva, (y; =1 e z;; > 0) ou (y; =0 e x;; =0).
A expressao (2.3.36) modela esta situagdo. O pardmetro M pode ser definido como
um valor suficientemente grande para garantir que a facilidade possa atender todos
os clientes, até o limite de sua capacidade. Na Secao 3.2 é feita uma discussao, no
contexto do problema de dimensionamento de lotes , sobre a importancia de escolhas
adequadas para o valor de M de forma a melhorar a qualidade dos limitantes obtidos
pela relaxacao linear do modelo.

inj <My, i=1...n. (2.3.36)
j=1

E necessdrio também considerar a capacidade de cada facilidade. A expressao
(2.3.36) modificada para (2.3.37) garante esta condigao.

Restricao 2 - Capacidade

Z djl‘ij S Ciyi; 1=1...n. (2337)

j=1
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O modelo (2.3.38)-(2.3.41) representa o problema de Localizagdo de Facilidades
Capacitado, é dito ser uma formulagao agregada.

min z = Zn: fiyi + Zn: Em: CijTij- (2.3.38)
i=1

i=1j=1
sujeito a
> m =1, j=1...m (2.3.39)
i=1
Zdjl‘ij S Ciyia 1=1...n (2340)
j=1
vi, %i; € {0,1}; ihwj=1...n. (2.3.41)

Para formular o problema em que ndo se tem limite de capacidade, pode-se
substituir (2.3.40) pela restri¢ao (2.3.42).

Restricao desagregada

vy <y i=1l..n, j=1...m. (2.3.42)

O modelo matemético para o problema de localizagao de facilidades também
pode ser usado para a reformulagdo de outras classes de problemas, na Secao 3.4.2
explora-se este fato para o problema de dimensionamento de lotes .

2.4 Exercicios

Exercicio 2.1. Represente a situagdo descrita no inicio da Secao 2.1 (Mapa de
Sao José do Rio Preto) usando um grafo e atribuindo valores para os custos das
arestas. FEscreva a situacdo representada de acordo com o modelo de otimizacdo
apresentado na Se¢do 2.1.

Exercicio 2.2. Analise com um exemplo as diferencas entre os problemas do ca-
minho minimo e do caizeiro viajante. Observe as consequéncias dessas diferencas
nos modelos matemdticos apresentados neste capitulo para os dois problemas.

Exercicio 2.3. Considere a versdo do jogo de Hamilton exibida na Figura 2.3.
Calcule o custo do circuito hamiltoniano exibido na Figura 2.2. Verifique se €
possivel obter roteiros melhores.

Exercicio 2.4. Analise com um exemplo as diferencas entre os dois modelos ma-
temdticos apresentados neste capitulo para o problema do caizeiro viajante ((2.2.19)
e (2.2.26)). Modele e resolva instincias dos dois modelos usando os dados do
Exercicio 2.3.

Exercicio 2.5. Faca as adaptacoes necessdrias na formulagao PCV-MTZ de forma
que ela modele um problema em que o caireiro viajante deve retornar a cidade
origem t e nao deve visitar mais do que p cidades em cada ciclo.

Exercicio 2.6. Proponha um exemplo que possa ser representado graficamente e
que ilustre o problema de Localizagdo de Facilidades. Inclua valores para os custos
e, descreva a situagdo representada de acordo com o modelo (2.3.38)-(2.3.41).
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Tabela com os custos
das arestas entre dois
vértices da mesma cor.

Figura 2.3: Rede para o Jogo de Hamilton [88]

Exercicio 2.7. Faca uma andlise do limitante limitante dual obtido pela relaxacdo
linear do modelo (2.3.38)-(2.3.41) e observe que ele pode ser melhorado se as res-
trigoes (2.3.42) forem acrescentadas ao modelo.



Capitulo 3

O problema de
dimensionamento de lotes

O planejamento da producao envolve diversas decisbes que precisam ser tomadas
a curto, médio e longo prazos. Naturalmente, estas decisoes dependem, entre ou-
tros fatores, do tipo de industria. Neste Capitulo sdo discutidos elementos comuns
a diversos contextos industriais, e que sao uteis na tomada de decisoes de médio
prazo relacionadas a quanto e quando produzir. Na literatura, o problema de pla-
nejamento da produgao envolvendo estas duas questoes é, em geral, definido como
o Problema de Dimensionamento de Lotes (PDL) (nos textos em inglés, o termo
usado é LSP - Lot Sizing Problem). Em diversos processos produtivos a quantidade
a ser produzida em determinado intervalo de tempo é chamada de lote, dai o nome
do problema.

Diferentes aspectos sdo usados para caracterizar o PDL. Para representar o
problema por meio de modelos de otimizacao sao definidos a seguir alguns desses
aspectos tomando por base o trabalho de Karimi et al. [62]. O nimero de tipos
de produtos é uma caracteristica importante que afeta o modelo e a dificuldade de
resolugdo do problema. Em relacdo ao nimero de produtos fabricados (itens) héd
dois tipos principais de sistemas de producdo, conforme explicitado na Definicao
3.1.

Definicao 3.1. Itens - Em um sistema tipo unico-item temos apenas um item que
serd produzido. Quando vdrios itens distintos sao produzidos temos um problema
multi-itens.

Definigao 3.2. FEstdgios - O sistema produtivo pode ser classificado como mul-
tiestdgio ou monoestdgio. No sistema multiestdgio, a producdo de alguns itens
(chamados de produtos ou itens finais) depende da produgdo de outros itens (com-
ponentes). A demanda dos itens de um estdgio depende da quantidade produzida
em estdgios anteriores e assim temos demandas dependentes. No sistema mono-
estdgio o item € produzido de maneira direta, em um unico estdgio. As demandas
sao satisfeitas diretamente pela producdo do item final, neste caso dizemos que o
problema tem demandas independentes. No caso multiestdgio, alguns itens compo-
nentes podem ter simultaneamente demandas dependentes e independentes.

Definicao 3.3. Demanda - Um problema tem itens com demanda estdtica se os
valores da demanda ndo mudam em relagdo ao tempo, e demanda dindmica se
ocorre variagdo no valor da demanda ao longo do tempo. Se os valores da demanda



28 O Problema de dimensionamento de lotes

sao conhecidos, temos um problema com demanda deterministica. Se os valores
da demanda sao conhecidos seqgundo wma distribuicao de probabilidade, temos um
problema com demanda estocdstica [3].

Definicao 3.4. Horizonte de Planejamento - Horizonte de planejamento € o in-
tervalo de tempo considerado no planejamento da producdo, e pode ser considerado
finito ou infinito. O sistema produtivo pode ser planejado de dois modos classifi-
cados por problemas continuos ou discretos.

O caso com horizonte de planejamento finito é usualmente acompanhado por
uma demanda dindmica, e o caso infinito por uma demanda estatica. No caso de
problemas discretos, o horizonte de planejamento é dividido em intervalos de tempo
menores chamados de periodos. Considerar ou nao a capacidade de producao no
modelo matematico, Definicao 3.5, é um fator importante porque afeta a complexi-
dade computacional do problema de dimensionamento de lotes.

Definicao 3.5. Capacidade - Um problema em que € possivel produzir qualquer
quantidade de itens € classificado como mao capacitado. Se existe um limite
mdzimo para a quantidade a ser produzida, o problema é capacitado.

Outro fator importante que afeta a estrutura e a complexidade computacional do
problema é se o tempo (e/ou o custo) de preparagdo das maquinas para a produgao
(de forma simplificada preparo ou setup em inglés) é considerado.

Definicao 3.6. Tempo e custo de preparo - Se o tempo (custo) necessdrio para
a preparacao das mdquinas depende apenas do item para o qual a mdquina esta
sendo preparada dizemos que o tempo (custo) de preparo é simples. Se o
tempo (custo) necessdrio para a prepara¢io das mdquinas depende também do item
produzido antes (ou depois) entao o tempo (custo) de preparo é complexo, ou
o tempo (custo) de preparo ¢é dependente da sequéncia.

Em determinadas industrias, a producao excedente de um determinado produto
pode ser armazenada para o atendimento de demandas futuras. Uma das grandes
questoes a ser respondida ao se estudar o PDL nessas situacoes é a determinagao
do balango (em inglés trade off ) ideal entre custo de preparo e custo de estoque.

Definigao 3.7. FEstoque - A quantidade excedente armazenada é chamada de esto-
que (inventory em inglés) e em geral existe um custo associado ao armazenamento
de produtos (custo de estoque).

Definicao 3.8. Atraso na entrega - Em certos contextos indistriais, a demanda nao
atendida em um periodo pode ser atendida em periodos posteriores. Essa demanda
ndo atendida € chamada atraso na entrega (backlogging em inglés).

O atraso na entrega de um produto pode gerar custos adicionais. Em algumas
situagoes, o atraso de entrega é permitido para evitar infactibilidades no problema
capacitado. Uma classificacao dos problemas de dimensionamento considerando
esses e outros aspectos é apresentada no Capitulo 4 de [87] (ver também [21]). Nas
préximas segoes é feita uma contextualizagao histérica do PDL e sao apresentados
modelos de otimizacao para varias classes de problemas.

3.1 Contextualizacao historica

Os primeiros estudos de problemas de dimensionamento de lotes ocorreram com o
Economic Order Quantity (EOQ) . De acordo com [6] o modelo EOQ é um dos
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mais antigos modelos de andlise de estoque da literatura. O primeiro a tratar este
problema foi Ford Whitman Harris que nasceu em 1877 e morreu em 1962. Em
1913, Harris ([57]) propos o EOQ para o PDL nao capacitado, continuo com hori-
zonte de planejamento infinito, inico-item, e considerando que a demanda ocorre
continuamente com uma taxa constante. A solucao 6tima deste problema pode ser
obtida por uma expressao analitica. Evolugoes deste problema continuam sendo
estudadas até hoje, uma revisao bibliografica recente pode ser encontrada em [6].

Paralelamente, surgiram modelos que se ajustavam cada vez mais a realidade
industrial. Em 1950, foi proposto um modelo para o Economic Lot Scheduling Pro-
blem (ELSP). O problema é continuo, monoestigio, capacitado e multi-itens. A
demanda é estaciondria, e o horizonte de planejamento considerado infinito. Um
avanco no estudo do PDL se deu ao se considerar a demanda dinamica, no pro-
blema hoje conhecido como WW (Wagner e Whitin) em homenagem aos autores,
apresentado em 1958 [99]. O problema WW é monoestégio, ndo capacitado, com
custo de preparo e tnico-item. O diferencial em relacdo aos problemas tratados
anteriormente é o fato de considerar um horizonte de planejamento finito, dividido
em varios periodos discretos. Wagner e Whitin propoem também um método para
encontrar a solugao 6tima do problema WW em tempo polinomial que é apresen-
tado na Segao 3.3.2. Modelos de otimizacao para o PDL monoestégio tinico-item
sdo apresentados na Secao 3.2, e métodos basicos de solu¢ao na Secao 3.3.

O passo seguinte nas pesquisas, e que até hoje predomina na maioria dos estudos
sobre o PDL consiste, em linhas gerais, em problemas que consideram multi-itens,
demanda dinamica e capacitado. Modelos de otimizacao para estes problemas sao
apresentados na Secao 3.5. Os modelos para problemas multi-itens sao tteis também
na representacao matematica dos problemas multi-estédgios discutidos na Secao 3.6.

3.2 Problema de dimensionamento de lotes mo-
nestagio e Unico-item

Nesta secao consideramos o problema de dimensionamento de lotes monoestagio
e Unico-item. O horizonte de planejamento considerado é finito e dividido em
periodos. O critério de otimizacao usual nesta classe de problemas é a minimizagao
do custo total de produgao considerando custos de preparo, producao e estoque. O
exemplo 3.1 ilustra de forma simplificada o problema em uma fibrica de méveis.

Exemplo 3.1. Certa indistria de mdveis, que fabrica um determinado tipo de
guarda-roupa, deseja fazer um planejamento da produc¢do para um horizonte de qua-
tro dias. Sabe-se que a demanda para os proximos quatro dias é de 104, 174, 46 e
112 unidades respectivamente. Para que a producao possa ocorrer em determinado
dia € necessdrio preparar a linha de producao, e 0s ajustes necessarios so sao feitos
uma vez por dia. O custo para preparar a mdquina é de 150,00 unidades monetdria
(u.m.) por dia, e é 0 mesmo em todos os dias. Visando expansées da fabrica no
futuro, a linha de producao foi montada de forma que € possivel atender a demanda
dos quatro dias em um unico dia de producdo. A fabrica também possui um ar-
mazém onde € possivel estocar a produc¢do excedente a um custo de 2,00 u.m. por
unidade por dia. O custo de produ¢do de cada guarda-roupa é 1 u.m.. O gerente de
producdo deseja definir quantos guarda-roupas produzir a cada dia (lote) de forma
a atender a demanda com menor custo possivel.

Para representar a situagao descrita no Exemplo 3.1 por um modelo matemético
de otimizacdo, precisamos identificar, conforme sugerido em [91] e discutido no
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Capitulo 1, os elementos conhecidos e os elementos desconhecidos do problema.

Elementos conhecidos (dados)
e fabricagdo de apenas um produto por dia;
e planejamento para 4 dias;
e demanda para cada um dos quatro dias;
e custo unitdrio de producao;
e custo de preparacao da linha de producao, apenas uma preparacao por dia;

e a capacidade da linha de producéo é mais do que suficiente para a producao
da demanda dos 4 dias;

e possibilidade de armazenamento de produtos a um custo unitdrio conhecido.

Elementos desconhecidos (incégnitas)
e quanto produzir a cada dia;
e quanto armazenar a cada dia;

e preparar ou nao a linha de produgao a cada dia.

De acordo com essas informacoes, e as definigoes 3.1-3.8 é possivel classificar essa
situagao como um PDL tunico-item, monoestagio, demanda dindmica, horizonte de
planejamento finito e dividido em periodos, nao capacitado, com custo de preparo.
De acordo com esta classificagdo, os elementos conhecidos acima podem ser re-
presentados de uma forma mais geral definindo o parametro T para representar o
nimero total de perfodos no horizonte de planejamento (no Exemplo 3.1, T' = 4
dias) e o seguinte conjunto de indices:

Indices
t={1,...,T}: periodos de tempo.
Os demais elementos conhecidos podem ser representados de acordo com os parametros:
Parametros:
dy: demanda no periodo t;
¢¢: custo unitario de produgao no periodo t;
Si: custo de preparagao para a produgao no periodo t;

H;: custo unitario de estoque no periodo t.

No Exemplo 3.1 os valores para estes parametros sao:
Definicao de valores dos parametros do Exemplo 3.1:
demanda: d1=104, do=174, d3=46 e dy4=112;

custo de produgao: ¢; =1, t=1,...,4;
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custo de preparagao: Sy =150, t=1,...,4;

custo de estoque: H; =2, t=1,....4.

el

Nos problemas de dimensionamento de lotes, os elementos desconhecidos relaci-
onados a quanto produzir e quanto armazenar sao, em geral, representados através
de varidveis continuas ao invés de varidveis inteiras. Essa simplificacdo pode ser
feita porque na maioria dos problemas praticos deve-se produzir e estocar grandes
quantidades, o que torna insignificante o arredondamento a posteriori dos valores
dessas varidveis. A decisido associada a preparar ou nao a linha de produgao a cada
dia é representada por uma varidvel binaria que assume valor 1 se houve preparo e
0 caso contrario. Matematicamente temos:

Variaveis de decisao

X;: quantidade produzida no periodo t;

I;: quantidade em estoque no periodo t;

Y;: é igual a 1 se ha preparagao no periodo t e 0 caso contrério.

O critério a ser usado na tomada de decisoes esta claro no enunciado: minimizar
o custo total. Este custo é calculado considerando a soma dos valores de c¢;, Hy, St
multiplicados pelas respectivas varidveis Xy, I+, Y; ao longo do horizonte de planeja-
mento. Neste caso nao ha economia de escala, e o custo é diretamente proporcional
a quantidade. Este critério é usual nos modelos para o PDL e reflete o balancea-
mento que deve haver entre produzir e armazenar, levando em consideracao o custo
de preparo. De uma maneira geral, este critério pode ser representado de acordo
com 3.2.1.

Funcao Objetivo

T
min Z(ctXt + HtIt + St}/t) (321)
t=1

O minimo da fun¢ao expressa em (3.2.1) é zero se nao forem impostas restrigoes
para os valores das varidveis garantindo o atendimento da demanda a cada dia.
Como modelar o atendimento & demanda? Um primeiro passo é considerar que a
cada perfodo a quantidade produzida (X;) deve ser no minimo igual & demanda.
Matematicamente temos a expressao 3.2.2.

Atendimento 4 demanda - Formulagao 1

X, > d,. (3.2.2)

O que acontece no caso em que X; > d;? Conforme descrito no enunciado do
problema, o excesso de producdo no periodo t (isto é a folga associada & restri¢ao
(3.2.2)) pode ser armazenada e usada para atender a demanda de periodos posteri-
ores. Esta quantidade é representada pela varidvel I3, e a restrigao de atendimento
a demanda pode ser reformulada de acordo com 3.2.3.

Atendimento a demanda - Formulagao IT
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X, — I, = dy. (3.2.3)

A restricao (3.2.3) ainda ndo esta completa. Por que? A expressao (3.2.4) mo-
dela corretamente a condigao de atendimento & demanda e sao conhecidas como
restricoes de balanceamento entre estoque e producao ou simplesmente restrigoes
de balanceamento de estoques. Note que de acordo com esta restricao, a demanda
pode ser atendida pela quantidade disponivel no periodo (quantidade produzida
(X;) somada & quantidade em estoque no final do perfodo anterior (I;—1)), 0 ex-
cesso é armazenado (I;) e pode ser usado no atendimento & demanda em periodos
posteriores.

Restrigao: balanceamento entre estoque e produgao

Xo+ L1 —I,=d;, t=1...T. (3.2.4)

E necessério lembrar que s6 pode haver producao se a linha de produgao estiver pre-
parada. Temos aqui uma situacao similar & ocorrida na modelagem do Problema de
Localizagao de Facilidades discutido na Segao 2.3. Temos uma restricao disjuntiva:
(Yi=1e X;>0)ou (Y =0e¢ X; =0). A representacdo matemédtica é similar, e
acrescentamos ao modelo as restrigoes (3.2.5). No contexto do PDL, estas restrigoes
s@o conhecidas como Restri¢oes de Preparo (ou Restrigoes de Setup)

Restricao: Preparo - Formulagao 1

X, <MY, t=1...T. (3.2.5)

O Modelo completo para o problema de dimensionamento de lotes tinico-item é
dado por (3.2.6).

T
min Z HtIt + CtXt + StY}
t=1

Sujeito a:
Xe+ 1Ly — I =d; t=1...T
X < MY; t=1...T (3.2.6)
Y; € {0,1} t=1...T
X >0, >0, Ip=0 t= .T.

Reformulagao I : Novas Restrigoes de preparo

Considere a relaxacao linear do modelo (3.2.6) (ver Secao 1.3). Da forma como foi
definida a restricdo (3.2.5), em uma solugdo 6tima para a relaxagao linear Y; = %
Assim quando o valor de M é muito grande Y; serd proximo de 0. Como o custo
de preparacao S; estd associado a varidvel Y; na fungao objetivo, o valor da fungao
objetivo da relaxacao linear serd muito menor que o valor da funcao objetivo da
solugdo do problema original, produzindo um limitante inferior de qualidade ruim.
Limitantes duais melhores podem ser obtidos pela relaxagao linear substituindo o
valor de M, por exemplo, por Zf:t d.. Este valor permite a producao no periodo ¢
para o atendimento da demanda desse periodo t e de toda a demanda posterior. Ou
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seja, este novo valor de M nao elimina solugtes factiveis. Assim uma formulagao
mais forte para o problema PDL tnico-item é obtida substituindo-se as restrigoes
(3.2.5) pelas restrigoes (3.2.7) no modelo (3.2.6).

Restricao: Preparo - Formulagao II

T
X< d)Y, t=1...T. (3.2.7)

T=t

Reformulagao IT : Inequagoes Validas

Barany et al. [18] propoem alternativas para as restrigoes (3.2.5) com o objetivo
de obter formulagoes mais fortes para o problema PDL tnico-item. E demonstrado
que as inequagoes (3.2.8)-(3.2.10) sao validas para o problema e podem ser usadas
como planos de corte.

e Para um tunico periodo ¢, temos que a producao serd menor ou igual a de-
manda deste periodo mais o estoque remanescente deste periodo, ou seja:

e Analogamente, se considerarmos dois periodos ¢ e t + 1 temos:

Xt + Xt+1 S (dt + dt+1)Y2 + dt+1Y2+1 + It+1; (329)

e De forma geral, é possivel relacionar o estoque de um periodo [ com a produgao
e a demanda de um subconjunto de perfodos S C {1...1}:

l
S X <> O dYi+ 1. (3.2.10)

tesS teS k=1

As inequagoes (3.2.10) sao conhecidas como inequagoes (1, .5), e junto com a condicao
Iy = It = 0 e as restri¢oes (3.2.4), (3.2.5) sao suficientes para definir o envoltério
convexo do conjunto de solugoes factiveis para o problema PDL tnico-item. Para
mais detalhes ver a Segéo 7.4 de [87].

3.2.1 PDL na sintaxe da linguagem AMPL

Na Figura 3.1 ¢ exibido o modelo matematico (3.2.6) considerando as restrigoes
(3.2.7) escrito na sintaxe da linguagem de modelagem AMPL ([47]), arquivo “PDL1.mod”.
O arquivo entrada de dados (“PDL-mv.dat”) para o Exemplo 3.1 é exibido na Fi-
gura 3.2.

O modelo (3.2.6) é um modelo de otimizagao linear inteira mista (OIM), com
2T restrigoes (8 no Exemplo 3.2.7) e 3T varidveis (11 no Exemplo 3.2.7).

3.3 Meétodos basicos de solucao para o PDL tinico-
item

Embora nao seja o principal enfoque desde texto, apresentamos nesta segao al-
guns métodos basicos de solucao para o problema de dimensionamento de lotes
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# AMPL Modeling System-Copyright (c) - Problema de dimensionamento de lotes
param T integer >=0;

param ¢ {t in 1..T} >=0;

param S {t in 1..T} >=0;

param H {t in 1..T} >=0;

param d {t in 1..T} >=0;

var Y {t in 1..T} binary;

var X {t in 1..T} >=0;

var I {t in 0..T} >=0;

fiz 1[0]=0;

minimize funcao objetivo: sum {t in 1..T} (H[t]*I[t]+c[t]*X[t]+S[t]*Y[t]);
subject to demanda {t in 1..T}: I[t-1] + X[t] - I[t] = d[t];

subject to setup {t in 1..T}: X[t] < sum { 7 in t..T} d[7]*Y]t];

Figura 3.1: Modelo para o PDL tnico-item - Sintaxe AMPL - Arquivo “PDL1.mod”

# AMPL Modeling System - Copyright (c)
data;

param  T:= 4;

param: ¢ S H:=
1 1 150 2

2 1 150 2

3 1 150 2

4 1 150 2;
param: d:=

1 104

2 174

3 46

4 112;

Figura 3.2: Dados para o Exemplo 3.1 - Sintaxe AMPL - Arquivo “PDL-mv.dat”

Gnico-item, nao capacitado discutido na Secao 3.2. Inicialmente, sao apresentados
alguns métodos heuristicos, comegando pelo método Lote-por-Lote, seguido pelas
heuristicas de Silver-Meal, do Custo Unitario Minimo e a de Balango por Partes.
O método étimo proposto por [99] é apresentado na Secao 3.3.2, o qual é bastante
utilizado em outros procedimentos de solugao para outras classes de problemas de
dimensionamento de lotes. Mais detalhes sobre este métodos podem ser encontrados
em [78] e [8].

3.3.1 Heuristicas

Os métodos heuristicos sdo procedimentos realizados para se obter solugoes factiveis.
Neste tipo de procedimento nao hé garantias de obtengao da solucao 6tima do pro-
blema. Alguns procedimentos, chamados algoritmos aproximativos, também nao
garantem a obtencao de uma solugao étima, porém é feito um célculo de quao
préximo da solucao O6tima estd a solucao factivel obtida. Mais detalhes sobre
métodos heuristicos e aproximativos podem ser obtidos, por exemplo, em [28].

Os métodos heuristicos descritos a seguir sao uteis para a obtencao de limites
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primais (limites superiores) para o PDL tnico-item. Os custos de produgao (ct,
t=1,..., T) serdo considerados constantes e, por isso, serdo omitidos sem prejuizo do
resultado final.

e Heuristica Lote-por-Lote. Esta heuristica consiste num método bésico em
que a quantidade produzida em um periodo visa atender somente a demanda
do periodo em questao, dai a origem do nome “Lote-por-Lote”. Neste caso,
o estoque é sempre nulo, e sao feitas preparagoes de linha de produgao em
todos os periodos com demanda positiva.

e Heuristica de Silver-Meal. Este método recebe este nome em homenagem
aos autores, Edward Silver e Harlan Meal. Considere C(t) como sendo o
custo total de produgao até o periodo ¢, dividido por ¢. Assim, se no periodo
1 for produzido uma quantidade visando atender somente a demanda deste
perfodo, nao existird entdao o custo de estoque (H;), mas somente um custo
de preparagao (S7). Logo: C(1)=S;. No entanto, se no periodo 1 a produgao
visa atender as demandas dos periodos 1 e 2, existird um custo de estoque
relativo & demanda do perfodo 2, ds e C(2)=(S1 + Hidy)/2. De maneira
andloga: C'(3)=(S1 + Hidz + (Hy1 + H2)d3)/3. Em geral:

(S1+ Hydo + (Hy + Ha)ds + ... + (Hy + Hy + ... + Hy_1)dy)
t b

oft) = t<T.

O procedimento comega no periodo t = 1 e examinam-se os periodos seguin-
tes verificando que, se C(t) > C(t — 1) para algum periodo ¢, o processo é
interrompido temporariamente. Neste caso produz-se para atender as deman-
das dos periodos 1,...,t — 1, ¢ X1 =dy +ds + ... + d;_1. O procedimento é
recomecado a partir do periodo ¢ e 0 mesmo raciocinio é repetido. O procedi-
mento é interrompido definitivamente quando ¢t =T

e Heuristica do Custo Unitario Minimo. Este procedimento é similar a
heuristica de Silver-Meal mas, ao invés de dividir o custo total de produgao
pelo periodo ¢, divide-se pela demanda total até o perfodo ¢ (d; + da + ... +
di). Ou seja:

S1+ Hide + (H1 + Ha)ds + ... + (H1 + Ha + ... + Hi—1)dy)
(di+do+...+dy)

o) = , t<T.

Observe que o resultado deste calculo é igual a média dos custos unitarios
referentes & quantidade produzida, dai a origem do nome.

e Heuristica de Balanco por Partes. Nesta heuristica, inicia-se no primeiro
periodo de planejamento e evolui-se em dire¢ao ao periodo final. Para cada
perfodo, calcula-se o custo de estoque (H;) e soma-se aos custos de estoque
dos periodos anteriores (Hy + Ha + ... + Hi—1 + H;). Quando esta soma for
maior que o custo fixo de preparacdo (S¢), o processo é interrompido e é feita
uma comparacao entre os periodos t-1 e t para verificar em qual deles a soma
dos custos de estoque estd mais proxima do custo fixo de preparagao. Neste
caso produz-se para atender as demandas dos periodos 1 até este periodo.
O procedimento recomega considerando o periodo seguinte e o processo se
repete.
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3.3.2 O método 6timo de Wagner e Whitin

O método de solugdo para o PDL tnico-item proposto por Wagner e Whitin ([99])
que chamamos de Método WW, baseia-se na Propriedade 3.1 sobre as condigoes de
otimalidade do problema.

Propriedade 3.1. A solucdo dtima do problema de dimensionamento de lotes
unico-item satisfaz: I1_1 Xy =0 parat=1,...,T.

Isto significa que a demanda de um periodo ¢ deve ser satisfeita completamente
com a produgao do periodo t (X;), ou com o estoque do periodo (t—1) (I;—1). Assim,
a quantidade produzida num determinado periodo deve ser exatamente igual a soma
de um conjunto de demandas futuras, ou seja:

Xi=diouX;=dy +dy...ou Xy =dy +dy +...+dr
X2:00uX2:d20uX2:d2+d3...0uX2:d2+d3+...+dT
X3:00uX3:d30uX3:d3—|—d4...ouX3:d3+d4+...+dT

XTZOOU.XT:dT

Para resolver este problema, Wagner e Whitin ([99]) propéem uma técnica de
programacao dindmica ([102]), onde a solugao 6tima é obtida utilizando-se o seguinte
sistema de equagoes recursivas (3.3.11).

Onde:

e f; é o custo minimo para o periodo de planejamento ¢t e deve-se encontrar o
perfodo j (j > t) para o qual este minimo ocorre;

e C;; é determinado pela expressdo geral (3.3.12) parat = 1,...T j =1t+
1,...(T+1).

Cij = Si+ Hydr + (He + Hep1)dpyo + (He + Hip1 + Heg2)diys + ... (3.3.12)
o+ (He + Hej1 + oo + Hy—0)di 1.

Exemplo 3.2. O cdlculo dos custos Cyj considerando os dados do Exemplo 3.1
sao feitos considerando que t = 1,2,3,4 e j = 2,3,4,5. Note que considera-se um
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periodo adicional T 4+ 1, e que os custos de producao sao considerados nulos.

Cha =5; = 150

Chs3 =Si + Hydy = 150 + 2(174) = 498

Ch4 =Sy + Hydy + (Hy + Hy)ds = 150 + 2(174)+
(2 + 2)(46) = 150 + 2[174 + (46)(2)] = 682

Chs =150 + 2[174 + (46)(2) + (112)(3)] = 1354

Chs =150

Coy =150 + 2(46) = 242

Cas =150 + 2[46 + (112)(2)] = 690

Cs4 =150
Cs5 =150 + 2(112) = 374
Cys =150

Determinado os custos, o préximo passo é obter o custo minimo de planeja-
mento para cada periodo pela aplicagdo da recursdo (3.3.11) de forma regressiva
(t=5,4,...,2,1). Lembre-se que devemos encontrar o periodo j (j > t) para o qual
0 minimo ocorre.

Exemplo 3.3. Solucdo da recursdo (3.3.11) considerando os dados do Exemplo 3.1
e os custos, Cyj, calculados no Exemplo 3.2.

f5 =0
fa zminj>4(C4j + fJ) = min(C45 + f5) =Cys+ f5=150= 5 =5.
f3 =min;s3(Csj + f;) = min(Csq + fa4,Cs5 + f5) =
min(150 4+ 150,374 + 0) = min(300,374) = Cs4 + f1 = 300 = j = 4.
Jo =minj~o(Coj + f) = min(Caz + f3,Cos + f4,Cos + f5) =
min(150 + 300,242 + 150,690 + 0) = min (450,392, 690) =
Cou+ f1=392=j=4.
J1 =mins1(Cij + f;) = min(Ci2 + f2,Ci3 + f3,Cra + fa,Ci5 + f5)
— min(150 + 392, 498 + 300, 682 + 150, 354 + 0) — min(542, 798, 832, 1354) —
Cro+ fo =542 = j = 2.

De acordo com os calculos feitos no Exemplo 3.3 temos que o custo total minimo
éigual f; = 542. E necessario agora recuperar a solucao de acordo com os calculos
ilustrados no Exemplo 3.4.

Exemplo 3.4. A politica dtima de produgio (isto é a quantidade a ser produzida
ou estocada a cada periodo) para o problema enunciado no Exemplo 3.1 é obtida da
sequinte forma.
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e Periodo 1: o valor étimo de f1 € dado por Cio + f2, ou seja, o custo de
se produzir no periodo 1 apenas para atender a demanda do periodo 1 (Cy3)
somado ao custo minimo para o periodo 2 dado por fso. Portanto, a produ¢do
do periodo 1 € dada por X1 = dy = 104.

e Periodo 2: o valor de j para o qual o minimo de f1 ocorreu € j = 2. O wvalor
otimo de fo € dado por Coy + f4, que € o custo de se produzir no periodo 2
para atender as demandas dos periodo 2 e 3 (Ca4), mais o custo minimo para
o periodo (fy). Portanto, a producdo do periodo 2 é dada por Xo = ds + d3
=174 + 46 = 220.

e Periodo 3: nao hd producao. A demanda serd atendida pelo estoque do final
do Periodo 2, I5.

e Periodo 4: o valor étimo é fy = Cys5+ f5 e portanto a produgdo neste periodo
€: Xy =dg = 112. Como f5 =0 o procedimento € interrompido.

A politica étima de produgdo é: X = (104,220,0,112), I = (0,0,46,0). ]

O problema descrito no Exemplo 3.5 a seguir é resolvido pelo método WW e
pelos métodos heuristicos descritos na Secdo 3.3.1. A Tabela 3.2 mostra o custo
total obtido em cada um dos métodos. Note que, para este exemplo, a heuristica de
Silver-Meal é a que produz a solugao factivel mais préxima da solucao 6tima obtida
pelo método WW.

Exemplo 3.5. Considere o problema PDL unico-item descrito no Exemplo 3.1 e
um cendrio descrito pelos dados a seguir. O horizonte de planejamento é de dez dias
(T'=10). A previsao de demanda para estes dias € conhecida e € dada pela Tabela
3.1. O custo para preparar as mdquinas é Sy= 132,00 (t=1,...,10) por prepara¢io
e o custo de estoque é H, = 0,60 (t=1,...,10) por unidade estocada a cada dia.
Considere ainda, que o custo unitdrio para produzir uma unidade seja constante e
portanto serd omitido. [ |

Dia(ty I 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Demanda (dt) 42 42 32 12 26 112 45 14 76 38

Tabela 3.1: Dados de demanda do Exemplo 3.5

Método Custo Total
Lote-por-Lote 1.320,00
Heuristica de Silver-Meal 650,40
Heuristica do custo unitario minimo 718,80
Heuristica de balango por partes 693,60
Solucdo Stima (Wagner e Whitin) 610,20

Tabela 3.2: Comparagao de métodos de solugao para o PDL Exemplo 3.5
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3.4 Reformulacoes

Conforme discutido no Capitulo 1 os métodos para resolver problemas de otimizacao
inteira mista dependem fortemente de limites primais (obtidos a partir de solugoes
factiveis) e limites duais (obtidos a partir de relaxagoes). Diversos trabalhos da
literatura ([4], [86], [60], [36], [35], [95], [10], [44], [75] e [45]) utilizam a ideia de
reformular o modelo (3.2.6) para obter formulagoes mais fortes, e consequentemente
limitantes duais melhores.

Nesta segdo sdo apresentadas duas reformulagbes. A reformulagdo (PDL-SP)
baseada no problema do caminho minimo (Shortest Path, ver Secao 3.4.1) proposta
em Eppen e Martin [39]; e a reformulagdo (PDL-FL) baseada no problema de lo-
calizacao de facilidades (Facility Location, ver Sec¢ao 3.4.2) estudada em Krarup e
Bilde [64].

Uma das razoes do sucesso dessas reformulagoes estd diretamente relacionada
a maneira como as varidveis continuas de producao, X; se acoplam as varidveis
binérias de preparacgao Y; (ver restrigdes (3.2.5)). Como j4 foi observado na Secao
3.2 (formulacdo (3.2.6)), na solucdo da relaxacao linear o valor de Y; é subestimado,
e consequentemente os custos de preparagao também sao gerando limites duais
ruins. Nemhauser e Wolsey [81] provam que as reformula¢ées PDL-SP e PDL-
FL sao equivalentes e que descrevem o envoltorio convexo do conjunto de solugoes
factiveis para o PDL tnico-item.

3.4.1 Reformulacao por caminho minimo

Nesta se¢ao apresenta-se uma reformulagao do modelo (3.2.6) como um Problema de
Caminho Minimo que utiliza a estratégia de redefini¢ao de varidvel proposta em [39].
O novo modelo também pode ser interpretado como uma representacao em redess
para o algoritmo de programacao dindmica proposto por Wagner e Whitin [99] e
discutido na Secao 3.3.2. A reformulacao explora a estrutura especial do problema
em que o tamanho de lote 6timo para um determinado periodo é sempre igual a
soma de demandass para perfodos futuros (veja a Propriedade 3.1 e os comentérios
logo apds tal propriedade). Essa estrutura especial permite representar as vérias
possibilidades de produgao com arcos de uma rede, e um caminho do né 1 até o
né T + 1 nessa rede representa um plano de producao. Ao encontrar um caminho
minimo do né 1 até o n6 T + 1 estamos encontrando um plano de producao com
custo minimo.

Considere o Exemplo 3.1. Como os custos unitarios de produgéo sdo constantes
(ee=1,t=1,...,4), estes serdo omitidos sem prejuizo do resultado final. Incluimos
um periodo t = T+ 1 auxiliar adicional como fizemos no Método WW para resolver
o PDL tnico-item. E possivel representar este problema como um problema do
caminho minimo. Considere uma rede G(V, A) com |V| = T + 1 vértices, e cada
vértice, com excecao do vértice auxiliar, representa um periodo do horizonte de
planejamento. Uma aresta (t,j) € A, t < j, representa a possibilidade de que todas
as demandas do perfodo ¢ ao periodo j—1 sao produzidas no perfodo ¢, e cvs; o custo
associado. Por exemplo, na Figura 3.3 a aresta (1,5) representa a possibilidade
de que a quantidade produzida no periodo t = 1 seja suficiente para atender as
demandas do perfodo ¢ = 1 até o periodo ¢ = 4, com custo cvis = (Hi(ds + ds +
dy) + Ho(ds 4+ dy) + Hsdyg). O custo de preparo Sy é considerado explicitamente na
fungéo objetivo (ver 3.4.13 a seguir), e sé é considerado no custo total se alguma
aresta do caminho minimo diverge do vértice 1 (existe produgéo no periodo 1).
Resolver o problema de dimensionamento de lotes tinico-item considerando os dados
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do Exemplo 3.1 equivale entao a encontrar o caminho minimo entre o vértice 1 e o
vértice b no grafo exibido na Figura 3.3.

Evi4

V24

Figura 3.3: Problema de dimensionamento de lotes como um problema de caminho
minimo

Para construir a refomulacao do PDL tnico-item como um problema de caminho
minimo, consideramos além dos parametros definidos na Secao 3.2, o parametro cvy
para representar o custo das arestas da rede associada ao problema.

e Custo das arestas. cvy: custo da aresta (¢,k) que representa o custo de
estoque para a producdo no periodo t que ira satisfazer a demanda do periodo
taté k—1, cog, = Z{:;é_l Zz;i H,d;. Como os custos de producdo sao

k—1 . " [
constantes, o valor ¢; ZT:t d; foi omitido no céalculo de cvy;

Conforme observado anteriormente, o parametro cvy, nao considera o custo de
preparacao S;. Este custo é considerado explicitamente na fungao objetivo, e sé é
incluido no custo total se a aresta (¢, k) pertencer ao caminho minimo.

E necessario considerar também uma varidvel adicional que indicara se a aresta
(t, k) foi incluida ou ndo no caminho.

e Variavel binaria para representar o uso ou nao de uma aresta. z
indica se a aresta (¢, k) que representa a producédo no perfodo ¢t para satisfazer a
demanda do perfodo t até o perfodo k serd usada (zy, = 1), ou néo (2 = 0).
Observe que a solugdo para a formulacao (3.2.6) pode ser recuperada por

X =30 (0 d) e

A funcao objetivo da reformulacéo inclui um custo fixo de utilizacdo da aresta
para representar o preparo da linha de produgao no periodo t. Assim, além da soma
dos custos das arestas, como é usual no problema de caminho minimo, consideramos
também a soma dos custos fixos de utilizagao das arestas. A funcao objetivo descrita
em (3.4.13) minimiza a soma dos custos de preparagao e estoque.

Funcgao Objetivo:

T T+1
min Z(Sth + Z CULL 2tk ) (3.4.13)
t=1 k=t+1
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’,

E necessario garantir que a produgao inicie no Periodo 1, ou seja, que exista
pelo menos uma aresta que diverge do vértice 1 no caminho minimo. A restrigao
(3.4.14) (equivalente a restricao (2.1.4)) garante esta condigao.

Atendimento da demanda I
d ar=1 (3.4.14)
k=2

Nao é necessario que haja produgao em todos os demais periodos, mas se houver
producdo em algum perfodo k, k # 1, k # T+1, representada pela aresta (¢, k), k > t,
é necessdario garantir que a producgao no periodo k seja suficiente para atender, pelo
menos a demanda do periodo k, e isto serd garantido se uma aresta divergente
do vértice k for incluida no caminho. A restrigdo 3.4.15 (equivalente a (2.1.6)))
impoe esta condigao. Neste caso nao é necessério incluir uma restricao equivalente
a restricao (2.1.5) do problema de caminho minimo pois seria redundante.

Atendimento da demanda I1

t—1 T+1
Saw= Yz t=2...T (3.4.15)
k=1 k=t+1

Finalmente, é necesséario garantir que uma aresta (¢, k) serd incluida no caminho
somente se for vantajoso pagar pelo preparo da linha de produgao no periodo t,
restrigao (3.4.16).

Utilizacdo da arco (preparacao da linha de producgao)

T+1
> a<Yy t=1...T (3.4.16)
k=t+1

A reformulacao do problema PDL tinico-item como um problema de caminho minimo
é representada em (3.4.17).

T T+1
mmZ( S:Y: + Z CUE 2tk )
t=1

k=t+1
Sujeito a:

T+1
>z =1
k=2

t—1 T+1

szt: Z 2tk t=2...T

k=1 k=t+1

T+1

Y <Y, t=1...T (3.4.17)
k=t+1

Y; € {0,1} t=1...T

Zii > 0 thk=1...T(k>1).

De acordo com a restrigao (3.4.14) e o critério de otimizagao, ndo é necessério impor
que a variavel z; seja binaria. Quando se considera a relaxagao linear da formulagao
(3.4.17), as restrigoes (3.4.16) sao mais fortes do que as restrigdes (3.2.5), e portanto
a reformulacao resulta em limites duais melhores do que a formulagao (3.2.6).
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3.4.2 Reformulacgao por localizacao de facilidades

Uma estratégia similar & usada para obter a reformulagao do PDL tinico-item como
um problema do caminho minimo é usada para obter a reformulacido baseada no
problema de localizacao de facilidades, PDL-FL. O problema é representado por
uma rede G(V,A) com |V| = T vértices, e a aresta (t,k) € A, representa um
percentual da demanda do periodo k (cliente k) atendida pela produ¢ao no periodo
t (facilidade instalada no local t).

Na reformulacao, usaremos os parametros e varidveis ja definidos nas Segoes
3.2 e o parametro cvy, para representar o custo das arestas da rede associada ao
problema, os quais sao diferentes daqueles definidos para a reformulacao PDL-SP.
Na reformulagao PDL-FL é computado apenas o custo de produzir no periodo ¢
para atender a demanda do periodo k, e na reformulagao PDL-SP no parametro
cvy € computado o custo de produzir no periodo t para atender a demanda do
periodo t até o periodo k.

e Custo das arestas. cuvy: representa o custo de estoque para a producgao
no periodo t que ira satisfazer a demanda do periodo k, cvy, = Zﬁ: H,dy.
Como os custos de producgao sao constantes, o valor ¢;dy, foi omitido no célculo
de cvgg;

Como na reformulagdo PDL-SP, o parametro cvy nao considera o custo de
preparacao S;. Este custo é considerado explicitamente na funcao objetivo.

Nova varidvel. Zzy indica se a aresta (t,k) que representa a producao no

perfodo ¢ para satisfazer a demanda do perfodo k serd usada (Zy = 1), ou

nao (Zg = 0). Observe que a solugdo para a formulacdo (3.2.6) pode ser
T _

recuperada por X; = Y, _, diZu.

Usando os dados do Exemplo 3.1, existem 4 locais para instalagao das facilida-
des (representando a possibilidade de producdo em cada periodo) e quatro clientes
(representando a demanda em cada periodo). Os custos fixos para instalacdo das
facilidades representam os custos fixos de preparagao da linha de produgao, S;. A
demanda do cliente 4 (demanda do perfodo 4) pode ser atendida por facilidades
instaladas nos locais (perfodos) 1, 2, 3 ou 4. J4 demanda do cliente 3, s6 pode ser
atendida por facilidades instaladas nos locais 3, 2 ou 1. O custo para atender a
demanda do cliente k pela facilidade instalada no local ¢, é dado pelo custo fixo de
instalacao da facilidade ¢, e um custo varidvel que depende do percentual de de-
manda do cliente k atendida pela facilidade ¢ (cvr2z). Por exemplo, o custo para
atender o cliente 3 a partir de uma facilidade instalada no local 1 é dado pelo custo
fixo S1 = 150 mais um custo varidvel cv13 = 2(46,00) = 93, 00, ou seja, o custo total
de incluir o arco (1,3) na solugdo é 243,00. O problema consiste entdo em deter-
minar em que locais (periodos) serao instaladas as facilidades (havera producao) e
qual é o percentual de demanda dos clientes que sera atendida com cada facilidade.
O critério de otimizacao é minimizar o custo total de instalacao e de atendimento
as demandas.

A reformulacao do problema PDL tnico-item como um problema de localizacao
de facilidades é apresentada em (3.4.18).

T T
mmz ( St}/t + Zc@tkztk >
t=1

k=t
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Sujeito a:
t
Y zu=1 t=1...T
k=1
2 <Y, t=1...T (3.4.18)
Y; € {0,1} t=1...T
Ziy >0 t,k=1...T(k>1).

3.5 Problema de dimensionamento de lotes multi-
itens

Em diversos contextos industriais, existem varios itens diferentes que podem ser
produzidos em um mesmo periodo. Nesta se¢ao considera-se o problema de dimen-
sionamento de lotes monoestagio, multi-itens, com restricao de capacidade, e com
custos de producao, preparacao e estoque. Para tornar a representacao mais rea-
lista, serdo considerados também tempos de preparagao e de producao. Além disso,
sera considerado que todos os custos e as demandas podem variar de acordo com o
item e o periodo.

A formulacdo do problema, baseada em [98], é apresentada considerando os
indices, parametros e varidveis definidos a seguir. Observe que sao similares aos
apresentados na Secao 3.2, no entanto agora é necessério explicitar, além do periodo
t, o item.

Indices

t={1,...,T} periodos de tempo;

i={1,...,N} itens.

Parametros

H;; custo unitario de estoque do item i no periodo t;

¢+ custo unitario de produgao do item ¢ no periodo t;

b;s tempo unitario de produgao do item ¢ no periodo t;

S;+ custo de preparacao para a producao do item ¢ no periodo t;
syt  tempo de preparagao para a produgao do item ¢ no periodo t;
Cap; limite de capacidade em unidades de tempo no periodo ¢.
Variaveis

X;+ quantidade produzida do item ¢ no periodo ¢;

I;; quantidade estocada do item 7 no periodo t;

Y+ varidvel bindria, indicando a produgao ou nao do item ¢ no periodo t.
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A fungao objetivo e alguns conjuntos de restrigoes sao similares aqueles da for-
mulagao (3.2.6), porém sao incluidos, além dos {ndices relativos aos perfodos, indices
relativos aos itens. E necessario também incluir no modelo uma restricao adicio-
nal referente & capacidade de produgao, isto é, uma restricao que garanta que o
limite méximo de tempo disponivel para a produgao dos itens em cada periodo
para a producdo (Cap;) seja respeitado. Assim, em cada periodo, deve-se conside-
rar o tempo despendido para a produgao dos varios itens, (Zfil bt Xit) e o tempo
despendido com preparagoes da linha de produgéo(Ziil siYi). Ou seja, deve-se
impor a restrigao (3.5.19).

Restricao de Capacidade.
N N
D buXi+ Y suYu < Capy t=1...T. (3.5.19)
i=1 i=1

O Modelo completo para o problema de dimensionamento de lotes multi-item,
capacitado, com tempos e custos de preparo (PDLM) é dado por (3.5.20)-(3.5.25).

T
min Z (citXit + HitLit + SitYit) (3.5.20)
i=1 t—1
Sujeito a:
Xit"_-[i,tfl_-[it:dit Z:].N,t:lT (3521)
N N
Z bit Xit + Z sitYio < Capy t=1...T (3.5.22)
i=1 i=1
T
Xt <Y dinVie i=1..Nt=1...T  (3.5.23)
T=t

Yi€{0,1} i=1...Nt=1...T (3.5.24)
X >0, I;>0 i=1...N,t=1...T. (3.5.25)

No modelo PDLM, a funcdo objetivo (3.5.20) minimiza o custo total calculado
pela soma dos custos de produgao, estoque e preparo. As restri¢oes (3.5.21) sao de
balanceamento de estoque. Para cada item e periodo, a quantidade produzida mais
a quantidade disponivel em estoque no final do periodo anterior menos o excesso
de producao que ficard em estoque deve ser igual & demanda. As restrigdes (3.5.22)
sdo restrigdes de capacidade. As restrigdes (3.5.23) asseguram que hd producao
apenas quando a linha de producao estd preparada. O dominio das varidveis é
definido em (3.5.25) e (3.5.24). O estoque inicial dos itens é zero ([;o = 0,Vi). A
condicao de integralidade sob as variaveis X;; e I;; foi relaxada devido ao fato de que,
em problemas praticos, tais varidveis assumem altos valores e seu arredondamento
posterior nao causa grande impacto na solugao obtida.

Florian et al. [46] mostraram que, para problemas com recursos de producao
limitados e custos de preparo, encontrar a solugao 6tima para o problema com um
tnico-item é um problema NP-Hard. Bitran e Yanasse [25] mostraram que vérios
casos de problemas com um tnico-item podem ser resolvidos em tempo polinomial,
tornando-se NP-Hard quando um segundo item ¢ introduzido. Quando se considera
tempo de preparacgao, o problema de encontrar uma solucao factivel é NP-Completo
([72]). Para tempos de preparo nulos, as restricoes sdo lineares e, portanto, o
problema de encontrar uma solucao factivel é da classe P.
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Vaérios métodos de solugao exatos e heuristicos foram desenvolvidos para resolver
o problema (3.5.20)-(3.5.25). Um método heuristico cldssico consiste na heuristica
Lagrangiana desenvolvida por [98] (ver também [96, 44, 75, 45]), em que relaxam-se
as restrigoes de capacidade (3.5.22) utilizando a técnica de relaxagdo Lagrangiana,
obtendo-se varios subproblemas, um para cada item, sem restricao de capacidade.
Estes subproblemas sao resolvidos por programacao dinamica utilizando o algo-
ritmo 6timo de Wagner e Whitin (Segao 3.3.2). O valor da solu¢do do problema
Lagrangiano (problema relaxado), constitui um limitante inferior para o problema
original. Em geral, a solugao do problema Lagrangiano é infactivel para o problema
original, pois viola as restrigoes de capacidade. Aplica-se entdo, uma heuristica que
transfere a produgao entre periodos, na tentativa de obter uma solugao factivel. Por
fim, a atualizagao dos multiplicadores de Lagrange é feita utilizando-se o método
de otimizagao do subgradiente ([55]). O método do subgradiente busca por um me-
lhor (maior) limitante inferior. No entanto, em se tratando de programagao inteira,
o valor do melhor limitante inferior pode ser menor que o valor 6timo da funcgao
objetivo do problema original, devido ao chamado ”gap de dualidade”, que consiste
na diferenca entre o valor 6timo da funcao objetivo do problema dual Lagrangiano
(melhor limitante inferior) e o valor 6timo da fungéo objetivo do problema original.

Reformulagoes do modelo PDLM também tem sido consideradas com sucesso,
por exemplo, em ([60], [95] e [15]). Alfieri et al. [4] também consideraram re-
formulagoes do problema PDL multi-item sem tempos de preparagao, e os testes
computacionais mostraram que o valor da funcao objetivo das relaxagoes lineares
associadas as reformulagoes baseadas no problema do caminho minimo e de loca-
lizacao é, em média 60% maior do que o da formulacao original. Este valor reduz
para 30% para o caso em que se consideram tempos de preparacao ([36]).

3.6 Problema de dimensionamento de lotes multi-
estagio

O problema de dimensionamento de lotes multiestagio ocorre quando a produgao de
um item depende da produgéo de outros itens, conforme Defini¢do 3.2. A relagao
entre os itens finais e os demais itens, chamados itens predecessores ou componentes,
pode ser representada por um digrafo G(V, A) aciclico (ver um exemplo na Figura
3.4). A numeragao dos itens é tal que, se um item i é predecessor de j, entao
i > j. Oitem 1 é sempre considerado como item final (podem haver diferentes itens
finais). A estrutura representada na Figura 3.4 é uma estrutura geral, ou seja, nao
hé restricao quanto ao nimero de predecessores e sucessores de um item, exceto
os itens finais que ndo possuem sucessores. Existe ainda a estrutura serial onde
cada item, com excecao do primeiro e do ultimo, tem exatamente um sucessor e um
predecessor; a estrutura de montagem, onde cada item pode ter varios predecessores,
mas no maximo um sucessor e a estrutura plana onde o item final tem vérios itens
predecessores e estes tém somente o item final como sucessor e nao tém nenhum
item predecessor.

Lembrando os conceitos de conjunto de vértices sucessores (S(7)) e predeces-
sores (P(i)) de um vértice i, conforme definido na Sec@o 2.1, temos as seguintes
informacgoes para o exemplo de estrutura geral exibido na Figura 3.4:

o S()=10,5(2) ={1}, 53) ={1,2}, S4) = {2,3};

e P(1)=1{2,3}, P(2) = {3,4}, P(3) = {4}, P(4) = 0.
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Figura 3.4: Exemplo de estrutura geral de produtos.

Para a formulagao matematica do PDL multi-item, multi-estagios, além dos
parametros definidos nas Segdes 3.2 e 3.5, é necessario considerar também o seguinte
parametro adicional:

e 7;; : quantidade de itens do tipo i necessaria para compor uma unidade do
item j.

Considerando o exemplo exibido na Figura 3.4, considere que: ro; = 2; r3; = 3;
r3e = 1; r40 = 2; r43 = 1. Suponha que, num determinado periodo ¢, foi decidido
produzir 10 unidades do item 1 (X7; = 10), que néo haja estoque de qualquer item
(It = 04=1, 2, 3, 4) e que os itens 2, 3 e 4 ndo tenham demanda independente
(dot = 0,d3¢ = 0,d4y = 0). Entdo a produgdo do item 2 deve ser de, pelo menos, 20
unidades no perfodo ¢ (r21 X1;=2 x 10) para poder atender a demanda dependente
relativa a produgao das 10 unidades do item 1. De forma andloga, a producao do
item 3 deve ser de pelo menos 50 unidades (rs; Xi: + 732 Xor =3 x 10 + 1 x
20=50) e a do item 4 de, pelo menos, 90 unidades (r4o Xo¢ + 743 X3t =2 x 20 + 1
x 50=90). Portanto, a equagio de balancgo entre as varidveis de estoque e producao
deve determinar que X;; e I;;—1 devem suprir d;; mais ) jes) r;; X ¢, a restricao
(3.6.26) modela esta condigao.

Restricao: balanceamento de estoque

Xt + L1 — Iy = dis + Z Tinjt Vi, t. (3626)
JeS()

Billington et al. [24] formulam o problema de dimensionamento de lotes multi-
estagio com restricoes de capacidade e estrutura geral de produto, como o modelo
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de otimizagdo inteira mista (3.6.27)-(3.6.32).

T
mmz Z (HitIit + cit Xit + SitYir) (3.6.27)
i=1 t=1
Sujeito a:
Xit+lit—1_Iit:dit+ Z Tinjt ZZIN,tle (3628)
JeSs (i)
N N
D biXi+ Y suYy < Cap, t=1...T (3.6.29)
i=1 i=1

T
X <Y dinViy i=1..N;t=1...T  (3.6.30)
T=t
Yipe{0,1} i=1...N,t=1...T  (3.6.31)
X3 >0, Ip>0 i=1...N,t=1...T. (3.6.32)

Observe que esta formulagao é similar a formulagao (3.5.20)-(3.5.25) com excecao
das restricoes de balanceamento de estoque que agora sdo as restrigoes (3.6.28)
que garantem que a producao e o estoque de um item seja suficiente para suprir a
demanda independente, mais, eventualmente, uma quantidade para compor o lote
dos itens sucessores (demanda dependente). Devido s restrigdes (3.6.28), o modelo
multiestagio torna-se nao decomponivel por item quando relaxadas as restrigoes de
capacidade, impedindo assim a utilizacao direta de técnicas de resolugao empregadas
a problemas monoestagios.

3.6.1 Estoque de escalao

Uma reformulagdo do problema (3.6.27)-(3.6.32) pode ser obtida adotando-se o
conceito de estoque de escalao introduzido por [31] e implementado por [1]. Estoque
de escalao de um item em um perfodo (E;;) é a quantidade total do item presente
no sistema, incluindo a quantidade do item em estoque, mais a quantidade do item
contida no estoque de seus sucessores. O estoque de escalao é ilustrado pelo Exemplo
3.6.

Exemplo 3.6. Considere a estrutura de itens exibida na Figura 3.4.

e Item 1: a quantidade do item 1 existente no sistema ¢ apenas o seu estoque,
jd que este mao possui sucessor. Logo, seu estoque de escaldo € seu proprio
estoque convencional ou seja: E1y = Iy

e Item 2: o item 2, além de ter seu proprio estoque, estd presente no item 1
(S(2) = {1}), portanto seu estoque de escalao é Eoy = Iop + ro1114.

e Item 3: no caso do item 8 deve-se considerar o préprio estoque, a quantidade
do item 8 presente no estoque do item 2 e a quantidade do item 3 presente no
estoque do item 1, ou seja: Esp = I3 + 131 F1¢ + r32FEo;.

o Item 4: de forma andloga, para o item 4 tem-se: Ey = Iy 4+ 149 Fo +143FE3;.
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De uma maneira geral, o estoque de escalao para qualquer item i é definido
como:
e Estoque de escalao do item i:
Eit = [it + Z TijEjt~ (3633)
jes ()

Definindo um novo parametro, e;;, o custo de estoque de escalao pode ser cal-
culado. A equivaléncia entre o custo de estoque convencional e o custo do estoque
de escaldo deve ser mantida de acordo com (3.6.34).

Parametro:

e ¢;; : custo de estoque de escalao do item ¢ no periodo t.
Tem-se que:
T T
S (eiBin) =3 (Hilir). (3.6.34)
i=1 t=1 i=1 t=1

A expressao (3.6.34) pode ser reescrita (ver Exercicio 3.8) de acordo com (3.6.35).

Custo do estoque de escalao:

e = Hyp — Z rij Hjs. (3.6.35)
JEP()
Observe que, a definigdo de custo de estoque de escaldo foi dada a partir da definicao
de custo de estoque convencional, de modo que se tenha um abatimento dos custos
de estoque convencional de itens predecessores, pois, de acordo com a defini¢ao de
estoque de escalao, os custos dos itens predecessores ja teriam sido calculados.
Para reformular o modelo (3.6.27)-(3.6.32) em termos de estoque de escaldo,
inicialmente, serdo examinadas as restrigdes de balanceamento de estoque (3.6.28).
Considere a restricao referente ao item 2, e a estrutura de produto ilustrada na
Figura 3.4. Utilizando estoque convencional, temos que:

o1+ Xot — Ipp = dog + 121 X1t (3.6.36)

Observe que:
X =die+ Iy — L1-1. (3.6.37)

Substituindo (3.6.37) em (3.6.36) temos:

Iy 1 +rordy g1 + Xog — Iy — ro1d1y = dog + ro1dyy (3.6.38)

Incluindo varidveis de estoque de escalao (3.6.33) na equacéo (3.6.38):
Es i1+ Xo¢ — Eop = dy¢ + 1r21d1s. (3.6.39)

Observe que a equagao de balango utilizando estoque de escaldo (3.6.39) nao de-
pende do tamanho dos lotes dos itens sucessores, mas sim, de suas demandas. A
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demanda de escalao pode entao ser contabilizada considerando as demandas inde-
pendentes e dependentes (a demanda dos itens sucessores) de acordo com:

Dy = dy + Z T3 .
JES(i)

Assim, de maneira geral, a restricao de balanceamento utilizando estoque de escalao
pode ser reescrita de acordo com (3.6.40).

Restricao: balanceamento de estoque de escalao

Eit—l + Xit - E’it = Dit VZ, t (3640)

Falta impor que o estoque de escalao do item 7 no periodo t seja suficiente para
suprir o estoque de escalao de seus itens sucessores:

By > Z i Bt
JES(3)

A formulacdo matemaética para o PDL multi-itens, multi-estagios, considerando
estoque de escaldo é dada por (3.6.41)-(3.6.47).

N T
min Z Z (eitBit + citXit + SitYir) (3.6.41)
i=1t=1
Sujeito a:
Ey> > rijEp i=1...Nt=1.T (3643)
JeS(@)
N N
D buXi+ Y sy < Cap, t=1...T (3.6.44)
i=1 i=1

T
Xitgz:dimt i=1...N,t=1...T  (3.6.45)
T=t
Y e{0,1} i=1...N,t=1...T  (3.6.46)
X3 >0,E;>0 i=1...N,t=1...T. (3.6.47)

Utilizando o conceito de estoque de escalao, retira-se a dependéncia entre os itens
que aparece nas restrigoes (3.6.28) do modelo para o PDL multi-estdgios apresentado
na Se¢ao 3.6. A dependéncia entre os estdgios encontra-se agora nas restrigoes
(3.6.43). Observe que o modelo (3.6.41)-(3.6.47) sem as restricoes (3.6.43) torna-
se exatamente o modelo monoestdgio (3.5.20)-(3.5.25). Assim, pode-se aplicar a
técnica de relaxacao Lagrangiana e utilizar os métodos de resolucao para problemas
monoestagios na resolucao do problema PDL multi-estagios.

3.7 Exercicios

Exercicio 3.1. Represente matricialmente o modelo (3.2.6) usando os dados con-
tidos no Exemplo 3.1. Cada coluna da matriz vai representar uma varidvel e cada
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linha uma restricao. Os valores da matriz serao os coeficientes de cada varidvel em
cada restrigao.

Exercicio 3.2. Resolva o Exemplo 8.5 com cada um dos métodos vistos na Secdo
3.8, de forma a obter a solugao detalhada para cada método. Confira os resultados
de acordo a Tabela 3.2.

Exercicio 3.3. Considere os dados do Exemplo 3.5 desenhe grificos de barras para
representar a solugdo obtida em cada método visto na Se¢do 3.3.

a) No primeiro grdfico, o eizo das ordenadas representa os periodos e o eixo
das coordenadas as quantidades relativas a demanda de cada periodo (barra 1), a
quantidade produzida em cada periodo (barra 2) e a quantidade estocada em cada
periodo (barra 3).

b) No segundo grifico, o eizo das ordenadas representa os periodos e o eizo das
coordenadas 0s custos associados a quantidade produzida em cada periodo (barra 1),
a quantidade estocada em cada periodo (barra 2) e aos custos de preparagio (barra

¢) Faga associagoes entre os dois grdficos de forma relacionar ds decisoes toma-
das de acordo com cada método com os custos obtidos.

Exercicio 3.4. Considere os dados do Exemplo 3.5. FEncontre a solu¢do dtima
usando um sistema de otimizacdo e compare com as solugoes obtidas pelos métodos
descritos na Secao 3.3.

Exercicio 3.5. Desenhe os grafos associados ao Exemplo 3.5 interpretado como um
problema de caminho minimo e como um problema de localizacao de facilidades.

Exercicio 3.6. Use um sistema de modelagem para representar o problema descrito
no Exemplo 3.5 usando as reformulacoes descritas nas Segoes 3.4.1 e 3.4.2. Use
um sistema de otimizacdo e determine a solugoes otima das instancias dessas for-
mulagoes. A partir dos valores das varidveis relacionadas a solug¢ao dtima de cada
reformulagao, recupere o valor para as varidveis do modelo original (3.2.6). Deter-
mine uma maneira genérica de converter solugdes entre estas trés formulagoes.

Exercicio 3.7. Relacione a propriedade de otimalidade de Wagner e Whitin com
a reformulagdo do problema como um problema de caminho minimo e observe que
a reformulacdo é obtida com a interpretacao da propriedade de otimalidade como
possiveis arcos do grafo.

Exercicio 3.8. Considere o PDL multi-itens e restrigdes de capacidade discutido
na Secao 3.5. Adapte o Exemplo 3.1, considerando 4 tipos diferentes de produtos (o
guarda-roupas é produzido em quatro cores diferentes) e a linha de produ¢do tem um
limite mdzimo de tempo dedicado d produgdo em cada periodo (PDL com restrigoes
de capacidade). Gere valores relativos aos dados de demanda de cada item, ao tempo
unitdrio de producgao, ao tempo de preparacdo e a capacidade. Escreva o problema
usando um sistema de modelagem e resolva com um sistema computacional.

Exercicio 3.9. Custo de estoque de escaldo. Mostre que:
T N T
> (eBi) =YY (Huli) = e = Hy+ Y rijHj.

i=1 t=1 i=1t=1 JEP(i)



Capitulo 4

O Problema de
sequenciamento de tarefas

O Problema de Sequenciamento (PS) consiste em determinar a sequéncia, ou a or-
dem, em que os itens (ou tarefas) serdo produzidos em uma ou varias mdquinas
respeitando as restricoes do setor de producao e de acordo com um critério pré-
definido (por exemplo, minimizar o tempo total de processamento). Tais problemas
aparecem em diversas situagoes reais, desde industrias de manufatura até em em-
presas de servigo que devem entregar seus produtos ou servigos dentro de um prazo
pré-determinado, ou mesmo escalonar (programar) as tarefas para usar de forma
eficiente os recursos disponiveis [84].

4.1 Exemplo e conceitos basicos

O exemplo a seguir apresenta o problema de sequenciamento no contexto da producao
de méveis. Este exemplo sera usado para ilustrar a representagao do problema por
um modelo de otimizagao linear inteira.

Exemplo 4.1. Considere o Exercicio 3.7 do Capitulo 3. Suponha que apds resolver
o modelo (8.5.20)-(3.5.25), o resultado determine que a empresa de mdveis deva
produzir no dia 1 somente a demanda deste dia. Suponha que estd produgdo seja de
um lote de 29 unidades de guarda-roupas da cor 1 (C1) e lotes de 25 unidades de
cada uma das cores 2, 3 e 4 (C2, C3, C4, respectivamente). Os guarda-roupas sao
pintados na nova mdquina de pintura, em que, uma vez que o processo de pintura
dos produtos com uma determinada cor seja iniciado nao pode ser interrompido.
Ou seja, depois de iniciada a pintura de um lote de produtos de uma cor, todos
0s produtos deste lote devem ser totalmente pintados antes que um movo preparo
de mdquina possa ser realizado. Embora a fdbrica funcione 24 horas por dia, a
mdquina de pintura necessita de quatro horas didrias de manutencao, iniciando a
producdo a zero hora e parando as 20 horas. No dia 1 sao produzidos produtos das
quatro cores de forma que € necessdrio considerar o preparo da mdquina para quatro
cores diferentes neste dia. Devido as diferentes caracteristicas (tais como tempo de
secagem) os lotes de produtos de cada cor tém hordrios pré-definidos para finalizag¢ao
do processo de pintura. Caso algum lote de um produto seja finalizado depois do
prazo um custo é cobrado por hora de atraso, pois, todo o processo de entrega dos
lotes serd atrasado. Os dados referentes ao tempo necessdrio para a producao de
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cada lote de produtos de determinada cor, o hordrio de entrega dos lotes e os custos
estao resumidos na Tabela 4.1. O gerente de producao precisa definir a sequéncia
em que os lotes de produtos de cada cor serao produzidos de forma a minimizar o
atraso na finalizagao do processo de pintura (e os respectivos custos).

Cores Cl1 C2 C3 (4
Tempo de Produgao (horas) 6 4 8 2
Horario de Entrega 9 12 15 18

Multa por Atraso ($/hora) 1 1 1 1

Tabela 4.1: Dados para o Problema do Exemplo 4.1

Uma decisao operacional importante na fabricacdo dos méveis no Exemplo
4.1 é a escolha da sequéncia em que estes devem ser pintados. Problemas deste
tipo sdo chamados problemas de sequenciamento (escalonamento, programagcao da
producdo) de tarefas ([84]), ou simplesmente sequenciamento, scheduling no idioma
inglés.

Existe uma nomenclatura propria para descrever Problemas de Sequenciamento,
que é formada a partir do preenchimento de trés campos (a/f/v). O campo «
representa as caracteristicas de quem executa as atividades, denominado por con-
vengao como maquina(s). O campo [ descreve as atividades e como estas estao
relacionadas. O tultimo campo, -, se refere ao tipo de objetivo utilizado para de-
terminar a sequéncia de producdo. Uma descrigao detalhada desta classificagao
pode ser consultada em [77] e [84]. No Exemplo 4.1 existe apenas uma mdquina
de pintura na fabrica, neste caso utiliza-se a denominacao problema de maquina
tnica (¢« = 1 ). A mdquina deve produzir lotes de quatro cores diferentes, as-
sim, ao utilizar a palavra atividade estaremos nos referindo a produgao de um lote
de determinada cor de produto. Além disso, sabemos que ndo pode haver pre-
empg¢ao, ou seja, o processo de pintura nao pode ser interrompido. Também nao ha
relagao de precedéncia entre as atividades, nenhum dos lotes deve obrigatoriamente
ser pintado antes de outro (8 = 0). Levando em consideragao todos os dados do
problema, o objetivo do gerente de producao é minimizar os custos relacionados
a demora na finalizacdo da entrega de cada um dos lotes (v = wTee, em que:
Tnaz = max; {0, atraso na entrega do lote i},7 = 1,...,4). Segundo a nomenclatura
apresentada em [77] e [84], este problema é entdo classificado como 1||wTi,aq-

Para construir um modelo de otimizagao linear que represente um problema de
sequenciamento, consideramos que existem n atividades (tarefas, itens) para serem
sequenciadas. E definimos os seguintes indices e parametros:

Indice

i: atividade, ¢ =1...n.

Parametros

p; : tempo de processamento da atividade i;
e; : data de entrega da atividade ¢;

w; : multa (peso) associada ao atraso na entrega da atividade .
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Considerando os parametros acima, queremos determinar o tempo de inicio de
cada uma das atividades de forma a minimizar as multas relacionadas a demora na
realizagao de cada uma das atividades. Outros critérios de otimizacao podem ser
usados e levam a sequenciamentos equivalentes. Uma discussao sobre a equivaléncia
entre critérios de otimizagao para problemas de sequenciamento pode ser encontrada
em [84] e [17]. Um modelo de otimizacao linear inteira mista com restri¢oes disjun-
tivas para representar o PS pode ser encontrado em [91] e nas referéncias citadas.
Com base em [91], na Secdo 4.2, apresentamos uma formulagdo para o problema
conhecida como formulagao indexada no tempo [2].

4.2 Modelo indexado pelo tempo

Uma forma de modelar problemas de sequenciamento é utilizando o tempo em que
cada atividade inicia como indice das varidveis. Para construir o modelo calcula-se
o tempo total necessario para o processamento de todas as tarefas. Este valor sera
usado para definir o tamanho do horizonte de planejamento T, isto é, T periodos
de tempo. Um periodo pode ser definido em horas, turno de trabalho, dias ou
outra unidade de tempo de acordo com a aplicagao estudada. No caso do Exemplo
4.1 o perfodo de tempo serd medido em horas. Se tomarmos 7' = Y. | p; nao
serd permitido tempo ocioso na maquina, um valor menor que esse, nao permite a
execugao de todas as tarefas.

Temos n atividades que podem comegar em qualquer um dos periodos de 0 a
T. A decisao a ser tomada entao é se a atividade ¢ comega ou nao no periodo de
tempo t. Assim temos:

Variavel de decisao indexada pelo tempo:

x4 : varidvel bindria que indica se a atividade ¢ comega no periodo ¢ (z;; = 1) ou
nao (z;; = 0)

Um critério de otimizacao apropriado é minimizar os custos associados a demora no
término da atividade, isto é, minimizar as multas por atraso. Uma atividade ¢ esta
atrasada se t + p; — 1 > ¢;, sendo t o periodo quando ela comeca a ser executada.
Assim a matriz de custos associada aos atrasos pode ser calculada de acordo com
(4.2.1). O critério de otimizacao é a minimizacao do custo total de atraso em (4.2.2).

Calculo do custo de atraso

Cit:{wi((t-i-Pi—l)—ei) se t+p;i—1>e; (4.2.1)

0, caso contrario

A funcao objetivo

n T—p;+1

minz Z CitTit- (4.2.2)

i=1 t=1

Precisamos garantir que cada atividade seja executada exatamente uma vez.
Mas, considere, por exemplo, que a atividade 2, com tempo de processamento igual
a 4 (ver Tabela 4.1), comece a ser executada no perfodo ¢t = 18 (z215 = 1). Néao
sera possivel conclui-la, pois, ela sé terminard de ser executada no periodo t =
18 +4 —1 = 21, fora do horizonte de planejamento (T' = 20). Para evitar este fato,
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a atividade 2 devera comecar em um tempo anterior ou igual a T'— po + 1. Assim,
é necessario impor também que cada uma das atividades seja concluida dentro do
horizonte de planejamento, conforme (4.2.3).

Restrigao: Todas as atividades devem ser executadas e concluidas

T—pi+1
Y ay=li=1..n (4.2.3)
t=1

Também é necessario garantir que exatamente uma atividade esteja sendo executada
em cada perfodo de tempo ¢. No Exemplo 4.1 a solugio (ze3 = 1 e x34 = 1),
sugere que a atividade 2 comece no periodo 3 e a atividade 3 comece no periodo
4, satisfaz o conjunto de restrigbes (4.2.3). No entanto, de acordo com os tempos
de execucao exibidos na Tabela 4.1, no periodo ¢t = 4 a maquina ainda estara
ocupada com a atividade 2, e esta atividade sé estard completa no final deste periodo
(t = 34+ p2 — 1 = 6). Portanto, apenas uma destas duas varidveis pode assumir
valor 1. De fato, é necessédrio garantir que nenhuma atividade comece enquanto a
méquina estiver ocupada. Para tanto, é necesséario impor (4.2.4).

Restrigoes: No méximo uma atividade em cada periodo de tempo

Reunindo as informagoes acima chegamos ao modelo indexado por tempo para
o problema de sequenciamento, modelo (4.2.5).

Modelo indexado no tempo para o sequenciamento de tarefas

n T—p;+1
mmz Z CitTit
i=1 t=1
sujeito a
T—pi+1

> oma=1, i=1,..n (4.2.5)
t=1

t
zn: > wi <1, t=1,..,T

i=1 s=t—p;+1
xi € {0,1}, i=1,.,nt=1,...,T

Para um exemplar com n atividades, a formulagao (4.2.5) possui (nT) varidveis e
(n+T) restrigdes. No modelo com restri¢oes disjuntas apresentado em [91], existem
(n? + 2n) varidveis e (2n? + n) restrigdes. O modelo 4.2.5 para o exemplar definido
de acordo com dados exibidos na Tabela 4.1 tem 80 varidveis e 24 restricoes para
o modelo indexado por tempo e 24 varidveis e 36 restrigcoes para o modelo com
restrigoes disjuntas. Uma grande vantagem do modelo indexado por tempo é que
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a relaxacao linear associada fornece bons limitantes para o problema inteiro. De
fato os resultados de um estudo computacional apresentado em [23] demonstrou
sua superioridade sobre o modelo com restrigoes disjuntas. Além disso, a estrutura
do modelo indexado por tempo permite construir modelos que incluam restrigoes
adicionais ao problema, por exemplo: restrigoes de tempo de preparo das maquinas
que surgem quando é necessario preparar a maquina antes de comegar a executar
cada atividade. O alto ntiimero de varidveis presentes no modelo (4.2.5), que depende
do nimero de periodos considerado no horizonte de planejamento, sugere o método
de geragao de colunas para resolvé-lo (ex. [2]). Outros modelos de otimizacao para
problemas de sequenciamento podem ser encontrados por exemplo em [92].

Os principais métodos de solucao descritos na literatura para problemas de se-
quenciamento sao baseados em algoritmos heuristicos que fornecem solugoes factiveis
para o problema. A vantagem da utilizagdo de modelos de otimizagao é poder re-
solvé-los usando sistemas gerais de otimizacao. Além disto, esses modelos podem
fornecer bons limitantes para o valor 6timo, que servem de pardmetros para ava-
liacao das solugoes heuristicas. Os modelos matematicos também podem ser tteis
para tratar problemas com restrigoes adicionais ou mesmo na integracao do pro-
blema de sequenciamento com outros problemas de planejamento da producao ou
de logistica. O modelo indexado no tempo serve de base para modelar o sequenci-
amento em alguns dos modelos para o problema integrado de dimensionamento e
sequenciamento apresentados no Capitulo 5.

4.3 Exercicios

Exercicio 4.1. Encontre solugées factiveis para o Exemplo 4.1 e, se possivel, a
solugao otima.

Exercicio 4.2. Como ficariam as solu¢des encontradas no Exercicio 4.1 se, ao
mvés de minimizar os atrasos, quiséssemos minimizar o tempo em que a ultima
tarefa € executada. Como ficaria a funcao objetivo neste caso.

Exercicio 4.3. Escreva o modelo (4.2.5) considerando os dados do Exemplo 4.1.

Exercicio 4.4. Pesquise sobre o uso restri¢oes disjuntas para impor que duas ta-
refas nao podem ser exvecutadas ao mesmo tempo na mesma mdquina e construa
um modelo alternativo para o problema de sequenciamento discutido neste capitulo
(consulte por exemplo [91, 84]).

Exercicio 4.5. Use um sistema de modelagem e um de resolugcdo para comparar
instdncias do modelo apresentado na Se¢do 4.2 e do modelo com restri¢ées disjuntas
obtido no Fxercicio 4.4. Em particular compare os valores das relaxacoes lineares
associadas aos dois modelos.
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Capitulo 5

Problema integrado de
dimensionamento e
sequenciamento de lotes

O planejamento da cadeia de suprimentos (supply chain) envolve decisoes de longo
prazo (ex. instalagdo de facilidades), de médio prazo (ex. atribuigdo de producao
a fabricas, transporte da producao das fbricas para armazéns), e de curto prazo,
que sao decisoes tomadas semanalmente, ou mesmo diariamente, a respeito da atri-
buigdo de itens a méquinas e a programacao da produgdo [74]. O objetivo é obter
um alto indice de satisfagao dos clientes a um baixo custo de produgao. Devido
as interdependéncias entre os varios niveis da cadeia de suprimentos, para atingir
solugoes globalmente étimas é importante que o planejamento seja feito conside-
rando simultaneamente as vérias decisoes envolvidas, isto é, o planejamento deve
ser integrado.

Neste capitulo, apresentamos estratégias de modelagem para o Problema Inte-
grado de Dimensionamento e Sequenciamento de lotes (PDSL). Como foi discutido
nos Capitulos 3 e 4, os problemas de dimensionamento de lotes e de sequenciamento
, aparecem em diversos contextos industriais e logisticos. A integracao da tomada
de decisoes para estes dois problemas é de crucial importancia em contextos indus-
triais em que o preparo das maquinas depende da sequéncia em que os lotes sao
produzidos. Este é o caso, por exemplo, do planejamento da produgao em industrias
de papel, itens de higiene, modveis, bebidas, fundi¢oes e nutricao animal. Boa parte
das empresas resolve o problema de dimensionamento de lotes e sequenciamento
da producgao em duas etapas. Em uma etapa é determinada a dimensao dos lotes,
levando em consideragao as demandas dos produtos, disponibilidades de insumos,
capacidade de producao, etc. Em outra etapa, a sequéncia dos lotes é definida
considerando a capacidade da maquina e tempos de troca entre outros fatores que
influenciam o sequenciamento da produgao ([9], [12] e [41]).

Atualmente existem varios estudos que propoem o tratamento integrado dos
dois problemas, revisoes bibliograficas sobre o tema podem ser encontradas em
[37, 61, 74, 10]. Duas estratégias bésicas sao usadas. Uma delas considera modelos
em que os periodos sdo definidos como intervalos de tempo com curta duragao,
ou perfodos de longa duracao (macroperiodos) que séo divididos em intervalos de
tempo menores (subperfodos). Em cada periodo/subperiodo pode haver a produgao
de no maximo um ou dois itens. Assim, sabe-se exatamente o que, em que ordem, e
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quanto serd produzido em cada periodo, ou seja, determina-se o tamanho dos lotes
e a sequéncia de produgao. Uma critica a esses modelos é que, como as varidveis
de preparo, de troca e varias restrigoes sao indexadas no tempo, ao se aumentar
o numero de periodos/subperiodos o nimero de varidveis e de restrigbes também
cresce, dificultando a solucao de instancias de grande porte.

Outra estratégia béasica propoe modelagens com restri¢oes equivalentes as usadas
para o problema do caixeiro viajante assimétrico (PCVA). Nestes modelos, também
parte-se do modelo de dimensionamento de lotes com restrigdes de capacidade (ver
Segdo 3.5) e incluem-se restrigoes adicionais para a eliminacdo de subsequéncias
(subrotas) desconexas. Nas Secbes 5.1 e 5.2 sdo apresentados, respectivamente
modelos para PDSL baseados em modelos indexados no tempo e em modelos para
0 PCVA. Uma terceira abordagem é proposta em Kim et al. [63] em que o tempo
nao é discretizado. Esta ultima nao é discutida neste texto.

5.1 Modelos para o PDSL baseados na indexacgao
do tempo

Nesta se¢ao sao apresentados modelos matematicos para o planejamento da producao
em que as decisoes associadas ao dimensionamento e sequenciamento de lotes sao
tratados de maneira conjunta. A idéia central dos modelos apresentados consiste
em considerar os perfodos (semanas ou dias) utilizados no problema de dimensiona-
mento de lotes como intervalos de tempos menores (dias ou horas). Esta maneira
de modelar o sequenciamento é similar a utilizada para obter o modelo indexado
no tempo para o problema de sequenciamento apresentada na Segao 4.2. Nos mo-
delos apresentados sao desconsiderados os custos unitérios de produgao e tempo de
preparagao.

Modelo de dimensionamento e sequenciamento de lotes dis-
creto

No modelo de dimensionamento e sequenciamento de lotes discreto (DLSP - do
termo em inglés Discrete Lot Sizing and Scheduling Problem) considera-se que se
um item for produzido em um determinado periodo, a quantidade produzida deve
utilizar toda a capacidade do perfodo (estratégia “tudo ou nada” - origem da palavra
discreto no nome do modelo). Nesta estratégia, conhecida como Small Bucket, para
modelar as decisoes de sequenciamento considera-se que os periodos representam
intervalos de tempo menores, dias ao invés de semanas (ou horas ao invés de dias), de
modo que somente um tipo de item pode ser produzido por periodo. Considerando
as defini¢oes de indices, parametros e varidveis apresentados no Capitulo 3, se ha
preparo da maquina para produzir o item ¢ no periodo ¢, Y;; = 1, entao a producao,
Xit, é igual a Cap;/b;. Como apenas um tipo item é produzido em cada perfodo e
a ordem de producao é obtida naturalmente.

Para descrever o modelo DLSP, consideramos os dados e varidveis do modelo
PDLM, (3.5.20)-(3.5.25). Como os periodos sdo considerados intervalos de tempos
menores, nao faz mais sentido considerar o custo de preparacao em todos os periodos
consecutivos nos quais se tem producao de um mesmo item. Se hé producao de
um mesmo item em dois ou mais periodos consecutivos, o custo de preparacao da
méquina deve ser considerado apenas uma vez. A inclusao de uma nova variavel,
para indicar se houve preparo da maquina para a producao de itens diferentes em
dois periodos consecutivos, permite que o custo de preparacao seja computado de
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forma adequada na funcao objetivo. O custo de preparacao que é dado por S;; deve
ser modificado para S;, pois, nao faz sentido sua variagao por subperiodos.

Novas varidveis - producgao em dois periodos consecutivos, ou nao

Ziy = 1 se o custo de preparo da maquina para producao do item i deve ser
considerado no periodo t, e Z;; = 0 caso contrario.

A fungao objetivo do modelo DLSP é escrita em termos das varidveis de estoque e
da nova varidvel de acordo com (5.1.1).

Funcao Objetivo - Modelo DLSP

T
> (Hili + SiZa). (5.1.1)

i=1 t=1

O controle da necessidade ou nao da inclusao de um novo custo de preparo para
o item 7 no custo total é feito com a adigao de uma nova restrigao que acopla a nova
varidvel, Z;;, as varidveis de preparo de acordo com (5.1.2) .

Novas restrigoes - controle de custo de preparo

Zip > Y = Y41, Vi, 0. (5.1.2)

Note que, como as varidveis de preparagao sao bindrias, o lado direito (rhs - do
inglés right hand side) de (5.1.2) pode assumir apenas os valores 0 (quando Y;; =0
eYi;1=0ouYy=1eY;;1=1), =1 (quando ¥;; =0e Y; ;1 = 1), 1 (quando
Yii =1eY;41 =0). Se o limite inferior para Z;; é igual a 0 ou —1 entdo Z;; =0
e o preparo do item i no periodo t nao é considerado. Quando o limite inferior é
1, temos que houve preparo da maquina no periodo ¢, mas nao houve preparo do
item ¢ no periodo anterior. Como o critério de otimizagao ¢ minimizar o custo total,
a varidvel Z; assume valor 1, e o custo de preparo da maquina para o item ¢ no
periodo t é computado.

Em outras palavras, a restrigao (5.1.2) também pode ser interpretada como
uma restricao que indica se houve troca da producgao de itens entre dois periodos
consecutivos. Isto é, se Y;; =0 e Y; 1 = 1 sabemos que a producao do item ¢ que
ocorre no perfodo (t — 1) é interrompida e poderd haver a produgdo de um item
j,7 # i no periodo t. Raciocinio similar nos leva a entender que quando Y;; = 1 e
Y:1—1 = 0, pode ter havido a produgdo de um item j,j # ¢ no perfodo (t — 1) que
foi interrompida para que o item ¢ seja produzido no periodo t.

Estas observagoes também indicam que nao é necessario definir a variavel Z;
como bindria. Ela pode ser definida como uma varidvel continua e as expressoes
(5.1.1) e (5.1.2) garantem que, numa solugdo Gtima, ela assumird apenas os valores
0ou 1.

Para garantir o sequenciamento no modelo DLSP é necesséario ainda incluir uma
restrigdo que imponha que no maximo um item seja produzido em cada periodo. A
expressao (5.1.3) garante esta condigao, e (5.1.4) impoe a condi¢ao “tudo ou nada”.

Novas restrigoes - controle do nimero maximo de preparacgoes por periodo
e condicao “tudo ou nada”
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IN

T
> Vi 1,Vt (5.1.3)
t=1

Xit = (Capt/bi)Yit,Vi,t (514)

O Modelo DLSP completo é entdo descrito em (5.1.5) .

N T
mi’nZZ(HitIit +SiZit)

=1 t=1

Sujeito a:

Xip+ L1 — Iy = dyy i=1...N,t=1...T
XitZ(C'apt/bi)Y;t i=1...N,t=1...T

T

ZYitg1 t=1...T (5.1.5)
t=1

Zit 2 Yy — Yie 1 i=1...N,t=1...T

Yir € {0,1} i=1...N,jt=1...T

X >0, I; >0 Zy>0 i=1...N,t=1...T.

Uma das principais limitagoes do modelo DLSP (5.1.5) consiste no fato de que,
uma vez que houver preparagao de maquina para a produgao de determinado item,
toda a capacidade do periodo deve ser utilizada. Outros modelos da literatura
permitem iniciar um novo lote sem custo de preparagdo adicional ([37]). Ainda
considerando a estratégia Small Bucket, tem-se o Problema de Dimensionamento e
Sequenciamento de Lotes Continuo (CSLP - do termo em inglés Continuous Setup
Lot Sizing Problem) e o Problema de Dimensionamento e Sequenciamento de Lotes
Proporcional (PLSP - do termo em inglés Proportional Lot Sizing and Scheduling
Problem). A ideia bésica presente nos modelos CSLP e PLSP consiste em modificar
as restrigoes (5.1.4) substituindo a igualdade por uma desigualdade, de forma que
a condi¢ao de produzir “tudo ou nada” nao seja mais imposta. No modelo PLSP
permite-se que sejam produzidos no maximo dois itens num mesmo periodo, desde
que um deles ja tenha sido produzido no periodo anterior, ou seja, a maquina foi
preparada.

Modelo de dimensionamento e sequenciamento de lotes gene-
ralizado

Outro modelo baseado na indexagao do tempo para obter o sequenciamento dos lotes
¢ 0 Modelo de Dimensionamento e Sequenciamento de Lotes Generalizado (GLSP
- do termo em inglés General Lot Sizing and Scheduling Problem). Neste modelo,
periodos de longa duragio (macroperiodos) sao divididos em intervalos de tempo
menores (subperfodos). Em cada subperfodo pode haver a produgao de no méximo
um item, determinando assim a sequéncia de producao, devido ao mesmo argumento
usado no modelo DLSP. Note que este modelo é hibrido no sentido em que permite
a produgao de varios itens em um mesmo periodo (estratégia big bucket), porém no
méximo um item pode ser produzido em cada subperiodo (estratégia small bucket).
A palavra Generalizado é usada na definicao deste modelo devido ao fato de que este
generaliza outros modelos similares, por exemplo o DLSP discutido anteriormente.
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A ideia principal do GLSP esta no fato de que cada lote estd associado unicamente
a um subperiodo e o usudrio define o nimero méximo de subperiodos em cada
periodo.

Para descricao do modelo GLSP, consideramos, além dos dados e varidveis do
modelo PDLM (3.5.20)-(3.5.25), os seguintes parametros que serao utilizados para
controlar os subperiodos pertecentes a um periodo, bem como, o niimero total de
subperiodos.

Novos parametros - controle do niimero de subperiodos
7n::  numero maximo de subperiodos no periodo ¢;

F=1+ Zt;ll nr:  primeiro subperiodo do periodo ¢;

T

L, = Fy +n — 1: 1ltimo subperiodo do periodo t.

O numero total de subperiodos no horizonte de planejamento é igual a n = ZZ;I Ne-
Para garantir a producao de no maximo um item em cada subperiodo, as varidveis de
producao, de preparacao e de controle do custo de preparagao devem ser indexadas
em termos dos subperiodos. O estoque de cada item é computado entre periodos
e nao entre subperiodos, pois a demanda é por periodo, portanto nao é necessario
redefinir a varidvel de estoque. Os novos conjuntos de indices e de varidveis sao
descritos a seguir.

Novos conjunto de indice e variaveis - indexagao por subperiodo
n: subperiodos, n =1, ..., 7;
Xin: numero de unidades do produto ¢ produzidas no subperiodo n;

Y;,: varidvel bindria que indica se a méquina foi preparada para produzir o
produto i no subperiodo n (Y;, = 1) ou néo (Y;, = 0);

Zin : éigual a 1 se o custo de preparo da méquina para produgao do item ¢
deve ser considerado no subperiodo n, e zero caso contrario.

Como ficam a funcao objetivo e as restricoes do modelo PDLM com a inclusao
dos subperiodos? As alteracoes sao de fécil entendimento. Em relacdo a fungao ob-
jetivo, a parcela referente ao custo total de estoque se mantém inalterada. A parcela
referente ao custo de preparacao deve ser modificada para custos de trocas, pois, é
necessario incluir custos de preparagao apenas quando ha produgao de um mesmo
item em dois ou mais subperiodos consecutivos de cada periodo. Esta estratégia é
similar ao que ocorre no modelo DLSP, porém, o custo total de preparagdo deve ser
indexado por subperiodos. A nova funcao objetivo é descrita em (5.1.6).

Funcgao Objetivo - Modelo GLSP

N T N =7
DD Huli+y Y SiZinm (5.1.6)

i=1 t=1 i=1n=1

As restrigoes de balanceamento de estoque, sdo similares as restrigoes (3.5.21) do
modelo PDLM, observe no entanto que a produgao total de um item ¢ em um
periodo t é igual a produgao em todos os subperiodos deste periodo. A restrigao
balanceamento de estoque deve ser modificada para (5.1.7). De forma similar,
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a capacidade da maquina em cada periodo deve considerar a producao total de
cada item, conforme expresso em (5.1.8). Este modelo ndo considera a reposicao
de capacidade (capacidade renovével) entre um subperiodo e outro, ou ainda que a
capacidade nao usada em subperiodo seja usada no préximo. Assim, pode-se utilizar
toda a capacidade de um periodo no primeiro subperiodo e os outros subperiodos
ficam ociosos. E necessdrio ainda garantir que para cada subperiodo, um item pode
ser produzido apenas se a maquina estiver preparada (5.1.9), que haja no mdximo
um preparo por subperiodo (5.1.10), e que haja o controle do custo de trocas em
subperfodos consecutivos (5.1.11).

Novas restrigoes - consideragao dos subperiodos

Ly
ZXm—i—Iit_l—Iit:dit, i=1...N,t=1...T (5.1.7)
n=F;

N L
> biXin <Cap,  t=1...T (5.1.8)

i=1 n=F,
Xin < (Capi/b;)Yin, Vi, t,n = F, ..., Ly (5.1.9)

N
d Vin <1, nm=1,..mn (5.1.10)

=1
Zin > Yin —Yip 1, Vin=1,..,n. (5.1.11)

O Modelo GLSP completo ¢é descrito por (5.1.12).

N T N 7
min(} Y Huliu+ Y Y SiZin)

i=1 t=1 i=1 n=1
Sujeito a:
Ly
> Xin A L1 — I = diy i=1...N,t=1...T
n=F;
N L.
> > biXin < Capy t=1...T (5.1.12)
i=1 n=F
XmS(C'apt/bl)Ym i:1...N,t=1...T,n:Ft,...,Lt
N
ZYinﬁl n=1,..,n
=1
Zin 2 Yin —Yin—1 i=1...Nn=1,..,n
Yin €{0,1}, X, >0, Z;, >0 i=1...Nyn=1,...,n
Ii; >0 i=1...N,t=1...T.

Aplicagoes do modelo GLSP em diversos contextos industriais podem ser en-
contradas em [12, 13, 42, 43, 20, 14]. Nos modelos integrados baseados no PCVA
descritos na Secao 5.2, as varidveis de troca Z;; no modelo DLSP e Z;,, no modelo
GLSP serao redefinidas com a inclusao do indice j para explicitar a possibilidade
de troca da producao do item i para o item j.
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5.2 Modelos baseados no PCVA

Uma segunda estratégia usada na literatura para modelar as decisoes de sequencia-
mento no modelo integrado de dimensionamento e sequenciamento da producao faz
uso da estratégia big bucket. Nesta estratégia, permite-se que varios itens sejam pro-
duzidos em um mesmo periodo e incluem-se restrigcoes para obter a ordem em que os
itens sao produzidos. Apresentamos nesta se¢ao um modelo genérico desenvolvido
em [71] a partir do modelo proposto em [34] para o planejamento da produgao de
refrigerantes. O modelo também inclui as decisoes e restricoes do modelo PDLM
(3.5.20)-(3.5.25). Para obter a sequéncia de produgao dos itens em cada periodo, as
restrigoes de designacao e as restrigoes de eliminagao de subrotas descritas na Segao
2.2 sdo usadas. Assim, garante-se, em cada periodo, que apenas os itens produzidos
sao sequenciados, e eliminam-se solugoes que gerem subsequencias.

Conforme mencionado no final da Secao 5.1, além das varidveis e parametros
definidos para o PDLM, definimos uma nova varidvel para explicitar a possibilidade
de, em um periodo t, interromper a produgao de um item i e iniciar a produgao
de um novo item j, essa varidvel serd chamada de varidavel de troca. Nesta nova
formulagao, consideramos que os itens que podem ser produzidos no periodo t sao
equivalentes as “cidades” do PCVA (descrito na Secao 2.2) e que, o custo de troca
da producao do item i para o item j é equivalente ao custo de viajar da cidade i
para a cidade j. A nova varidvel a ser considerada no modelo é definida de acordo
com:

Novos parametros e variavel - troca
s;5:  tempo de troca do item ¢ para o item j;

Sij:  custo de troca do item ¢ para o item j;

1, se ha troca do item ¢ para o item j no periodo t;
Zijt = -
it 0, caso contrario.

Com esta interpretacao, se num perfodo ¢, os itens {2, 3,5, 7} devem ser produzi-
dos, a sequéncia de producao seria obtida resolvendo um PCVA com 4 cidades e uma
possivel solugdo seria o circuito hamiltoniano {3, (3,5), 5, (5,2),2,(2,7),7,(7,3), 3}.
Esta solugao indica que o item 3 é o primeiro item a ser produzido no periodo, e
os demais seriam produzidos na sequéncia: 5, 2 e 7. Em termos de troca haveriam
4 trocas, e a maquina estaria preparada para o producao do item 3 no inicio e no
final do periodo.

Em geral, nao sabemos qual deve ser o primeiro item a ser produzido em cada
periodo e também nao h& necessidade de deixar a méquina preparada ao final do
perfodo para o item inicial. Para modelar esta situacdo, incluimos um item (ou
cidade) “fantasma’”, que chamamos de iy para ser o primeiro e o dltimo item a
ser preparado em cada periodo e consideramos que o custo de troca de/para o item
fantasma é zero. Assim a solugao do PCVA, com 5 cidades, para a sequéncia 3,5,2,7,
é {io, (i0,3),3,(3,5),5,(5,2),2,(2,7),7,(7,40), %0 }-

A varidvel de preparo, Yj; do modelo PDLM, pode ser escrita em termos da
variavel de troca. Se considerarmos que quando hé troca do item ¢ para o item j, a
maquina devera estar preparada para a produgao do novo item, podemos escrever
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que:

N
Yie = >zt (5.2.13)
i=1ig

i#)

Para garantir que todos os itens sejam sequenciados, devemos incluir no modelo
um conjunto de restri¢oes similares as restrigoes usadas no PCVA para garantir a
inclusao de cada cidade exatamente uma vez. Considerando que o item fantasma
ig = 0 é o primeiro item do circuito hamiltoniano que queremos obter em cada
periodo t, a restricdo (5.2.14) garante que sé hé preparagao para o item k (em
termos de (5.2.13), troca de algum item ¢ para k) se houve preparacao da maquina
para o segundo item da sequéncia, um item j,j # ig (troca do item fantasma ig
para o item j). Além disso, é necessdrio garantir que se hé troca de um item ¢ para
outro item k, entao deve haver troca do item k para algum outro item j, restrigoes
(5.2.15). As restrigbes (5.2.16) garantem que cada item é produzido no méximo
uma vez em cada periodo.

N N

DN i=1,...,N; ki, t=1,...,T (5.2.14)
j=ig =1
J#i0

N N

> zike =Y i, k=1,...,N,, t=1,...,T (5.2.15)
i=ig j=ig

itk J#k

N

>z <1, i=1,...,N, t=1,...,T. (5.2.16)
Jj=ig

Jj#i

Conforme discutido na Secao 2.2, as restri¢oes (5.2.14)-(5.2.16) sozinhas nao
garantem uma sequéncia com todos itens que serao produzidos no periodo, estas
restri¢oes permitem a existéncia de subsequéncias desconexas (ou subrotas se con-
siderarmos o item fantasma). Existem muitas formulagdes propostas na literatura
para o PCVA que diferem essencialmente na representacao das restrigoes de eli-
minagao de subrotas. Nesta se¢ao, apresentamos um modelo para o problema PDSL
baseado nas restrigoes MTZ (ver Secao 2.2, inequagoes 2.2.18). A reformulagéo das
restricoes MTZ neste novo contexto é expressa por:

0<u; <n, Vj; (5.2.17)
Ui —uje + (N)zijg < N—-1 4,j=2,...,N;(i#j)t=1,...,T. (5.2.18)

O valor numérico da varidvel auxiliar, u;;, indica a posi¢ao do item j na sequéncia
de producao do periodo t.
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O modelo completo para o PDSL baseado no PCVA é descrito em (5.2.19).

N N
mm(Z(Z Hi iy + Z Sijzijt))

t=1 i=1 j=1
Sujeito a:
Xit +Liv—1 — Lip = dit i=1...N,t=1...T
N N
Z(biXit + Zsijzijt) S Capt t=1...T
i=1 j=ig
i
Xit = (Cap: /b)Y t=1...N,t=1...T
N J
> Zigie =Yz ik=1...N(k#i),t=1...T
ji=ig 1=10
J#io
N N
>z =Yz, k=1...Njt=1...T (5.2.19)
itk 7k
N
Dz <1, i=1...N,t=1...T
j=ig
J#i
uit—th-i-(N)Zijt SN—l i,j:2,...,N;(i7éj);t:17...,T
Y € {0,1}, i=1...N,t=1...T
Iit,uit,Xit,zithO Z,jZlN(]#Z),tZlT

O uso das restricoes MTZ para modelar a restrigoes de sequenciamento no mo-
delo integrado de dimensionamento e sequenciamento da produgao tem sido usado
como muito sucesso em diversos contextos industriais (ex. [5, 34]). Na Secao 2.2
foram discutidas outras classes de inequagbes para eliminagdo de subrotas. Uma
comparacao entre modelos para o problema PDSL no contexto da producao de re-
frigerantes usando as restricoes MTZ e as restricoes DFJ para modelar as restrigoes
de sequenciamento pode ser encontradas em [73].

5.3 Exercicios

Exercicio 5.1. Considere o Ezxercicio 3.7 e o Exemplo 4.1 discutidos nos Capitulos
8 e 4. FEscolha um dos modelos tratados neste capitulo para representar o problema
integrado de dimensionamento e sequenciamento de lotes apresentado nesses dois
exemplos.

Exercicio 5.2. Fa¢a um exemplo numérico que permita entender os parametros
nt, Fy e Ly de controle de periodos e subperiodos.

Exercicio 5.3. Modele o problema PDSL considerando a estratégia big bucket e as
restricoes DFJ para o PCVA discutidas na Secao 2.2. Uma proposta de modelagem
no contexto da industria de racdo animal e de refrigerantes pode ser encontrada
respectivamente em [97] e [40].
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